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I.

1l.a. Soit A € M,,.

1) e T'(A) # @, car 0 € T'(A4).

e On a, pour tout a € R et toutes M, N € I'(4) : A(aM + N) = aAM + AN =aMA+ NA = (aM + N)A,
donc : aM + N € T'(A).

e On a, pour toutes M, N € '(4) : A(MN)=(AM)N = (MA)N = M(AN) = M(NA) = (MN)A,

donc: MN €T(A).

oI, eT(A), car: Al, =L, A.

On conclut : ’ I'(A) est une sous-algebre (unitaire) de M, ‘

2) e II(A) # &, car 0 = 0(A4) € II(A).

e On a, pour tout a € R et tous P,@Q € RX] : aP(4)+ Q(A) = (P + Q)(A) e II(A).
e On a, pour tous P,Q € R[X]: P(A)Q(A) = (PQ)(A) € TI(A4).

o I, =1(A) € II(A).

On conclut : ’ II(A) est une sous-algebre (unitaire) de M, ‘

3) On a, pour tout P € R[X]: AP(A) =X(A)P(A) = (XP)(A) = (PX)(A) = P(A)A, donc: P(A)eT(A).
On conclut : II(A) c I'(A)

0 0
0 0

On constate, sur cet exemple, que TI(A) et T'(A) peuvent étre différents.

1.b. Il est clair que, pourn =2et A= ( > € My, ona: I'(A) = My et II(A) = Rl,.

2. Soit A € M,,.

e Il est clair que, I, = 1(A) € TI(A) C I'(A), donc : 1 < dim (II(A)) et 1 < dim (I'(A)), et il est clair que I'(4) C M,
donc dim (I'(A)) < dim (M,,) = n?.

e D’apres le cours (théoréme de Cayley-Hamilton par exemple), il existe P € R,,_1[X] tel que : A™ = P(A).

Il en résulte, par récurrence immédiate : Yk >n, AF € Vect(I,, 4, ..., A" 1).

On déduit, par linéarité : II(A) C Vect (I, 4, ..., A"71). D’oti : dim (TI(4)) < dim (Vect (I, 4, ..., A1) < n.

3. Soit A € M,,.

1) I est clair que, si A € R1,, alors A commute avec toute matrice carrée d’ordre n, donc I'(4) = M,,.

2) Réciproquement, supposons I'(4) = M,,.
Notons A = ((A);;)
Considérons les matrices élémentaires E;;, 1 < 4,5 < n, définies par : E;; = (04i0v;)1<u,v<n, 00 § désigne le symbole
de Kronecker.

Puisque I'(A) = M,,, on a : V(i,j) € {1,...,n}%, E; A= AE,;.

1<, j<n’



Mais, pour tout (i,j) € {1,...,n}? fixé, on a pour tout (u,v) € {1,...,n}?:

w=1 w=1
et : N "
(AEij)uv - (A)uw(Eij)wU - Z(A)uw(swiévj - (A)uiévj
w=1 w=1
Ainsi : V(U,U) S {1, ...777,}2, 6ui(A)jv = (A)uiévj-

En particulier, en remplagant u par i : Y (i,5) € {1,...,n}?, Vo € {1,..,n}, (A)j» = (A)iidy;.

Si ¢ # j, en prenant v = ¢, on déduit (A);; = 0, et, en prenant v = j, on déduit (A),; = (A)s.

Ceci montre que les termes de A hors diagonale sont tous nuls et que les termes diagonaux de A sont tous égaux.
On déduit : A € RI,.

On conclut : ’ I'A)=M, < AecRI, ‘

4.a. 1) Par hypothese, en notant D = diag (AL,,, ..., Ayl ), matrice diagonale par blocs, il existe P € GL, telle que :
A=PDP~1.

e Soit M € M,,. Notons N = P"'MP, de sorte que: M = PNP~!'. On a ainsi :
M eT(A) — AM = MA <= PDP 'PNP'=PNP 'PDP™' <= ND=DN <= N ecTI(D).

Notons f : T'(A) — T'(D), M —— P~'MP, qui est correctement définie, comme on vient de le voir.

On a vu que T'(A) et T'(D) sont des espaces vectoriels. L’application f est linéaire, car :
Va €R, VM, My € T(A), f(aM; + My) = P Y(aM; + My)P = aP ' M, P+ PMaP~" = af (M) + f(M>).
L’application g : T'(D) — T'(A), N —— PNP~! est correctement définie, est aussi linéaire, et il est clair que :
gof=Idpay et fog=Idpp,.
Ainsi, f est un isomorphisme d’espaces vectoriels et g est son isomorphisme réciproque. Il en résulte :

dim (T'(4)) = dim (I'(D)).

e Soit N € M,,. Décomposons N en blocs, N = ((N)TS)Kr s<p’ selon les dimensions wy, ...,wp. On a :

N eT(D) < ND=DN <= VY(rs)c{l,..,p}% Zp:(N)Tt(D)ts =
t=1 t=1
<~ V(T,S) € {17"'7p}2> (N>rs)‘slws = ArIw,,y(N)Ts <~ V(T,S) € {17 -~-7P}27 /\S(N)rs = )\T(N)’I‘S
— V(r,s) €{l,..,p}%, Ms =A)(N)ps =0 <= V(r,s) € {1,...,p}% (r#s = (N)ps=0).

(D>Tt(N)ts

NE

Ainsi, T'(D) est 'ensemble des matrices diagonales par blocs, selon les dimensions wy, 1 < k <p:

Nu (0)
F(D):{ N1y eMwl,...,Nppewa}.
0) Npp
P P
I1 est clair alors que : dim (T'(D)) = Z dim (M, ) = Zw,%,
k=1 k=1

)
d’ot finalement, si A est diagonalisable dans M, : | dim ('(4)) = Zwi
k=1




4.a. 2) Lorsque n = 4, les valeurs possibles sont les suivantes, & 'ordre pres de wy, ..., wp :

4
ep=4 w=Lw=1Lw=1Lw=1 Y wj=4 e p=3 w=2 wy=1 w3=1,
k=1

.p:27 » .p:]-a Ld1:4,
w1 =3, wy =1, Zwile
k=1

Finalement, lorsque n = 4 et que A est diagonalisable dans M, :

Les valeurs possibles de dim (F(A)) sont : 4, 6, 8, 10, 16

4.b. Soit A € M,,, diagonalisable, telle que : A ¢ RI,,. On a alors p # 1, c’est-a-dire : p > 2, d’oui :

P
dim (T'(4)) = Zwi =w? —i—Zwi <wi+ (ZMq)Z =wi+(n—w)’

p p
k=1 k=2 k=2

L’application f:{1,...,n—1} — R, 2 +— 2?4 (n—=x)? est dérivable et, pour tout x € {1,...,n—1} : f'(z) = 4—2n,

d’ou le tableau des variations de f :

x 1 n/2 n—1
f'(z) - 0 +
fl@) [1+ (-1 N\ / (n—1+1

Dou: Veze{l,..,n—1}, f(z)<1+(n—-1)2=n?—-2n+2, et donc: dim(['(4)) <n?-2n+2.

On conclut : Si A est diagonalisable dans M, et si A ¢ RI,, alors : dim (T'(A)) < n? —2n + 2

P p
d.c. e Sip=net (Vk € {1,...p}, wp =1), alors : dim (T'(4)) = Zw,% = Z 12=p=n.
k=1 k=1

e Réciproquement supposons : dim (I‘(A)) =n.

Puisque les wy, sont tous > 1, on a : Vke{l,...p}, wi>ws.
P P P P
Dot : n=dim (['(4)) = Zw,% > wr = n, d’ol nécessairement : Zwi = Zwk,
k=1 k=1 k=1 k=1
P
puis : Z (W —wy) =0, et donc: Yk e {l,..,p}, w?=uwy,

et enfin, puisque les wy, sont tous non nuls : Vk € {1,...,p}, wr =1,

P P
puis : n:Zwk:21:p.
k=1 k=1

On conclut : p=netVke{l,..,p}, wr=1.

Finalement, si A est diagonalisable, alors : | dim (T'(4)) =n <= (p =n et (Vke{l,..,p}, wp= 1))




IT.

1l.a. Soit S € S,,.

1) Supposons S € S;F.

Soit A € Sp (5). Il existe X € M,, 1 — {0} tel que : SX = AX.

Onaalors: 0< 'XSX = 'X(SX)=*X(\X)=AXX = \||X]|]3, donc: A
——

>0

WV
o

Ceci montre : S €S} = Sp(S) C R;.
2) Réciproquement, supposons Sp (S) C R..

D’apres le théoreme spectral, il existe {2 € O,,, D = diag (A1, ..., An,) € D,, (ensemble des matrices diagonales) telles
que: S=0DRL

Soit X € M, ;. Ona: 'XSX ='X(2DQ HX =("'X2)D(27'X)="(2'X)D(27'X).
hn

Notons Y =02"'X=] : |. Ona: tXSX:W/DY:Z Ai y2>0,etdonc: Se€S;.
i=1 3
Yn >0
On conclut : Pour toute S €S,,: S€8S < Sp(S)CR,

1.b. Soit S € S,,.
1) Supposons S € S}
Soit A € Sp (S). Il existe X € M,,; — {0} tel que : SX = \X.
Onaalors: 0< "XSX = 'X(A\X) = A(*XX) = \||X]||2, donc: X\ > 0.

——r

>0

Ceci montre : S € ST = Sp(5) C R%.
2) Réciproquement, supposons Sp (S) C R¥.
D’apres le théoréme spectral, il existe 2 € O,,, D = diag (A1, ..., A\n,) € D,, (ensemble des matrices diagonales) telles
que: S=0DRL

Soit X € M, ;. Ona: 'XSX ='X(2DQ HX =('X2)D(27'X)="(27'X)D(27'X).
Y1 n

Notons Y =027'X =] : |.Ona: *XSX="'YDY = Z A y2>0.
' i=1
Yn >0

Si (Vie{l,..,n}, y;=0),alors Y =0 donc X = 2V =0, exclu.

Ainsi, il existe ig € {1,...,n} tel que y;, # 0, et on déduit : *XSX > )\ioyfo > 0.

Ceci montre : S € SH™.

On conclut : Pour toute S €S, : S€ST < Sp(S)C Ry

2. 1)Soit M e M,,.Ona: ‘(*MM)="*M*"M="*MM, donc: ‘MM €S, ,etona:
VX €Mu, X(*MM)X = (*X*M)(MX) = ‘(MX)(MX) = ||MX|J2 > o0,

donc : *MM € S;.

On conclut : ’ VM eM,, ‘MMecS;}
2) En appliquant 1) & M = S, on obtient : ’ vSesS,, S?ecS’ ‘
3) En appliquant 1) & M = A, on obtient : ’ VAc A, —-A?cSf ‘




4) Soit M € M,,. On sait déja, d’apres 1) : *MM € S;.

e Supposons 'MM € SZJF. Soit X € M,, 1 tel que M X = 0.

Ona: 0=|MX|3="X(*MM)X, donc, puisque *MM € S} il sensuit X = 0. Ceci montre : M € GL,.
e Réciproquement, supposons M € GL,,. On a, pour tout X € M,, ; — {0} : *X(*MM)X = ||[MX]3 >0,
car M X # 0, vu que M est inversible et que X est non nul.

Ceci montre : *MM € S}™.

On conclut : VM eM,, (‘MM e S/t < MeGL,)

5) D’abord, il est clair que S}’ et S N GL,, sont inclus dans S,,. On a, pour toute S € S, :

{Sp(S)cR+ {Sesz
—

SeSit < Sp(S)CR;
0 ¢ Sp(S5) S € GL,

<~ Se8S N GL,.

On conclut : ’ St =8/ nGL, ‘

6) Soit S € S+,
D’apres 5), S est inversible, et, d’apres le cours : Y(S7!) = (*9)~! = §71 donc S~! € S, et enfin, pour tout
XeM,;—{0}: "XS'X=("XSHS(S™'X) >0, car S€ ST et STLX #0.

On conclut : ’ vSes T, Ste SZ""

7) Soient « € Ry, S €S . Déja: aSe€S,. Et: VX eEM,:, ‘X(aS)X=_a (XSX)>0. Dou: aSeS;}.
J o N
>0 >0

On conclut : ’ VaeR,, VS eS/, aSESZ‘

8) Soient « € RT, S €S *. Onavuen 7): aS€S;.
D’autre part, en utilisant 5) : det (a.S) = o™ det (S) # 0, donc, toujours d’apres 5) : aS € S}
0o J
> £0

On conclut : VaeR:, VSeSHT, aSestt

9) Soient M € M,,, S€S/. Ona: *(*MSM)=*M'S*"*M = *MSM, donc: *MSM c€S,.
Et, pour tout X € M,,; : "X(*MSM)X = (MX)S(MX) >0, donc: *MSM €S},

On conclut : ’ VM eM,, VSeS!, *MSMc SI‘

10) Soient P € GL,, S € S;'". D’apres 9), on a déja: *PSP c S},
De plus : det (*PSP) = det (*P)det (S) det (P) = det (S) (det (P))2 >0, donc, d’apres 5): ‘PSP c ST,
S———
>0 >0

On conclut : | VPEeGL, VSeS;*, ‘PSPes/”|

11) Soient Si, Sy € S;F.
OnaS; +S€S,et: VX € anh tX(Sl +SQ)X = tX51X+ tXSQX >0, donc: S1+ 53 € Sz
—_——— ———

>0 >0

On conclut : VS e S;{, VSy e SI, S1+ 55 € S;{

12) Soient S; € S}, Sy € ST,
OnaS; +S€8S,et: VX € Mn,l — {O}, tX(Sl +SQ)X = tX51X+ tXSQX >0, donc: S1+ 53 € S;Jr
—_——— ———

>0 >0

VSy e S:Jr, S1+ .55 € S;Jr

On conclut : VS, eSth

n?’




13) Soient S1, Sy € S}
Il est clair que, si S; = Sy =0, alors S; + S = 0.
Réciproquement, supposons S; + Sz = 0. On a, pour tout X € M, 1 : 0= "X(S; + 92)X = "X X + "X S X,
——— N——
>0 >0
d’oll nécessairement : 'X S X =0et *XS5X =0.
Puisque (VX eM, 1, "XSX = O), la forme quadratique représentée par S; dans la base canonique de M, ; est la
forme nulle, donc S; = 0, et de méme Sy = 0.

On conclut : VSleSZ, VSQES:, (S1+52:0 <— 51252:0)

3. o Réflexivité :

Ona:vSeS, S—-S=0c8S; donc:VSeS,, S<S, donc < est réflexive.

o Antisymétrie :

Soient Sq, So € S,, telles que S1 < S et Sy < 5.

Onaalors Sy —S; €S et S;—Sy € STet: (Sy—81)+(S1—S) =0. D’apres 2.13), on déduit So—S; =0, Sy = Sy.
Ainsi, < est antisymétrique.

o Transitivité :

Soient Sl, SQ, S3 € S, telles que S1 < Sy et Sy < S5.

On a alors Sy — Sy € S et S3 — Sy € S, donc, d’apres 11) 1 Sz — S; = (S3 — S) + (S2 — S1) € S,
S1 < Ss.

Ceci montre que < est transitive.

et donc :

o Non-totalité :

Sin > 2, en notant 51:((1) g) et 52:<8 (1)>70na: S1 € Sy, Sy € S, 52—51:<01 ?)%S; car
1

Sp(S2—51) Z Ry, et S4— 5 = (O _01) ¢ SF, donc on n’ani S; < Sy ni Sy < S5.

Ainsi, I'ordre < n’est pas total dans Ss.

En complétant les matrices précédentes par des termes tous nuls, pour atteindre la taille n, on conclut que 'ordre <
n’est pas total, pour tout n > 2.

On peut remarquer que, pour n = 1, Pordre < dans S; est 'ordre usuel sur R, qui est total.

Finalement : ’ < est une relation d’ordre sur S,;, non totale des que n > 2

4. 1) Soient Sl, SQ, 53, S, €8,.0na:

{S1<SQ {5251632
< —

6 < 5 5 est = (S2—S1)+(S4— S3) €S}
3 4 4 — 3 n

= (52+S4)—(Sl+53)68: <— S1+ 853 <85+ 5;.

Sa

— Sl+53<52+84>
Sy

S
On conclut : vV S1, S2, S3, S4 €8, <{S
3

NN

Autrement dit, 'ordre < sur S,, est compatible avec ’addition.

2) Soient « € Ry, S1, S2 €S,,. On a:

Sl<S2 < 52—5168:5 - (X(SQ—Sl)ESZ < 0452—045168:1r < aSlgaSg.

On conclut : VaeR,y, VS, Sy €8, (Sl <SS — asS; < ozSg)

Autrement dit, 'ordre < sur S,, est compatible avec la multiplication par des réels > 0.



3) Soient M € M,,, S1, Sz € S,, telles que S; < Sa, c’est-a-dire Sy — S € SZ.
Onaalors *MSI1M €8, *MSoM €S, et: *MSoM—tMS M = *M(Sy—S;)M €S, donc: *MS; M < *MSyM.

On conclut : VM eM,, VS, S2 €8S, (51 <S5y — tMSlM < tMSgM)

5. 1) Soit S € S,,. D’apres le théoreme spectral, il existe D = diag (A1, ...,\,) € D, et 2 € O, telles que :
S=0DN 1. Onaalors: I, —S=02(I,-D)2 et S—8%=02(D- D*0Q!. Dapres l.a., on a donc :
S2<S = Vke{l,.,n}, M —Ai>0 < Vkec{l,..n}, 0<\<1
— (Vke{l,..,n}, My20) et (Vke{l,..,n}, X\ <1)
< (SeSt et ,-5€8S)) «— (0<S et SKI,) <= 0<S<I,.

2) Soit S € ST. D’aprés le théoreme spectral, il existe D = diag (A1, ..., \p,) € Dy, et 2 € O,, telles que S = 2D,
et, I’aprés 1.b., on a: Vk € {1,...,n}, Az > 0.
Alors : I,-S=021,-D)27" e S '-1,=02(D'-1,)07",

d’ou :

S<I, <= 1,-8€8S < Vke{l,.,n}, 1— X\ >0
~—
>0
= Vke{l,.,n}, \\'>21 <= S'-1,e8 = 1,<5"

On conclut : VS e Sfr, (S <I, < I, < Sil)

3) Soit C € M,, 1. On a d’abord : C*C €8,, et (*CC)I, € RI, C S, Et, pour tout X € M,, ; :
'X((*CO)L, —C'C)X = 'X 'CCX - 'XC'CX = ('CC)'XX - "(*CX)(*CX) = ||C||5]|X]|5 — (C|X)* > 0,
€R

d’apres 'inégalité de Cauchy et Schwarz dans M, ; usuel.
On a donc : (*CC)I, —C*C €S}, cest-a-dire : C*'C < (YCO)L,.
On conclut : | VCEeM,,, C'C< (OO, |

4) Soit M € M,,. Remarquons d’abord que, d’apres 11 2. 1): *MM € S} et M'M € S;.
e Montrons que *MM et M *M ont le méme spectre.

* Soit A € Sp (*MM). Il existe X € M,, 1 — {0} tel que : *MM = XX.

On aalors : (M*M)MX = M(*MM)X = M(A\X) = AMX.

Si MX # 0, alors A est valeur propre de M *M.

Supposons MX = 0. Alors : AX = *MMX = *M0 =0, donc A =0.

Ainsi, 0 est valeur propre de *M M, donc det (*MM) = 0.

Mais : det (M *M) = det (M) det (*M) = det (*M) det (M) = det (*M M) = 0,

donc 0 est aussi valeur propre de M *M.

On a montré : Sp(*MM) C Sp(M*M).
* En appliquant ce résultat & *M A la place de M, on obtient : Sp (M *M) C Sp (*MM).
On conclut : Sp (*MM) = Sp (M *M).

e On a, en notant Ay, ..., \, les valeurs propres de *MM (et de M *M, comme on vient de le voir) :

‘MM LI, < I, - "MMcS/ < Vkec{l,..n}, 1-X>0 < I, -M'McS) — M'M<I,.

Finalement : VM e M, (tMM <I, <= M'M < In)




5) Soient A, B € S;}T. Remarquons d’abord que, d’aprés 2. 5) et 12), on a :
A+BeS!t, AeGL,, Bc€GL,, A+ BcGL,,

donc A=, B™!, (A4 B)~! existent, et, d’aprés 2. 6), ce sont des éléments de S}

On a, en utilisant les propriétés vues en 2. :

(A+B)" ' < i(A‘l +B™) <= 4(A+B) <A+ B
< (A+B)(4(A+B)™ ") (A+B)<(A+B)(A™' + B ")(A + B)
< 4(A+B)< (21, +AB '+ BA Y (A+ B)
< 4(A+B)<3(A+B)+AB'A+BA™'B < A+B<AB'A+BA'B
= 0<(AB'-BAY)A-B) <<= 0 < (A-B) (A '+B HYA-B) (x).

Comme A~' € STT et B-' €SIt ona A'+ B ' ¢S/t c ST puis (4A-B)(A'+B)(A-B)cS;

n
montre que 'inégalité (x) est vraie, et enfin, par équivalences logiques successives, I'inégalité voulue est vraie.

ce qui

On conclut : VA, BeS!T, (A+B)'<-(At'+B™

| =

III.

l.a. Soit S € S;.

Puisque S € S C S,,, d’aprés le théoréme spectral, il existe D = diag (\1,...,A\n) € D, et 2 € O,, telles que :
S=0DN7 1 et, daprés la. : Vk € {1,....n}, A\ =0.

1) Existence :

Notons A = diag (v A1, ..., VAn) et R=02A071. On a:

o '‘R=YNAN™) = 'O 1A' Q= QAQ7! donc: RE€ S,

e Sp(R)={VA;ke{l,...,n}} CRy,etonavu R€S,, donc: ReS;}
o R2=(NAN )2 =A% =0DN 1 =S

Ainsi, R convient.

2) Unicité :

Soit R convenant. Notons A = 27 'R(2, de sorte que : R = AN~ '. On a:

R*=5 < (RAQY? =0D0' «—= QA0 '=0DN! «— A?=D.

En particulier, A commute avec D, puisque : AD = AA%? = A2A = DA.

D’apres la solution de I. 4. a. 1), en notant D = diag (u1l,, ..., pls, ), ot 1, ..., pip sont deux a deux distincts, la
matrice de A est de la forme A = diag (A1, ..., 4p).

De plus, A est symétrique, car : ‘A= "(QRN"') ="Q'R'Q' =27 'RN = A, donc A, ..., A, sont symétriques.
Comme A = *QR2 et que R € S;, d’aprés 11.2.9), on a: A€ S;.

Par restriction d’une forme quadratique positive, il s’ensuit : Vk € {1,...,n}, Ay € S;rk.

Soit k € {1,...,n}. D’apres le théoreme spectral, il existe Dy, € Dy, et {2 € O, telles que : Aj = QkaQk_l. Comme
A2 = pgly,, ona: QD200 = pily,, dott: D2 = O (gL, ) 2% = pil,,, puis, comme il ne s’agit que de matrices
diagonales et que les coefficients diagonaux de Dy sont tous > 0, on a : Dy = /iy L, .

On a donc : A = A, définie en 1), puis : R = 2A71, ce qui montre 'unicité de R.

Finalement : vSest 3IResS! R>=5]

On note : R = S1/2.



1.b. Soit S € S} .

e Puisque S'/2 € S} on a: Sp(SY/?) C R,.
De plus : 0 # det (S) = det ((S/%)?) = (det (51/2))%, donc : det (S1/2) #0, d'olt : 0 ¢ Sp (5*/2).

Il en résulte : Sp (S) C R puis, d’apres IL1.b. : S/2 e gt

eOna: ((51/2)’1)2 = ((51/2)2)71 = S 1et (S1/2)~1 € S}, donc, par unicité de (S~')'/2, on déduit :
(51/2)—1 _ (5—1)1/2.

On conclut : vSestt, (sY2estt et (5127l =(s571H1/2)

1 1 1
1l.c. Soit S €S} . On a: 3+ 8) = S/ = 5In+ S - 281/2) = 5(0n — S22 e st

donc : vSest sYr<i(,+59)

1.d. Soient a € Ry, S € Si. Alors, a!/281/2 € St et : (al/28Y/2)2 = (al/2)?(5'/2)2 = as,
donc, par unicité de (aS)*/? : /2812 = (a8)V/2.

On conclut : ‘ VacR,, VSeS;}, (aS)1/2:a1/25’1/2‘

2. Soit S € S. D’apres le théoreme spectral, il existe D = diag (A, ..., \y) € Dy, et 2 € O,, telles que: S = 2DN,
etona:Vke{l,..,n}, A =0

Ona: V(k,0) € {1,on}? (=M = Vi =V\).

D’apres le cours sur interpolation, il existe P € R,,_1[X] C R[X] tel que : Vk € {1,...,n}, VAx = P(\g).
On a alors, en notant A = diag (vVA1,...,v/An) 1 A = diag (P(A\1), ..., P(\:)) = P(diag (A1, ..., An)) = P(D),
puis, par changement de base, d’apres le cours : AR~ = QP(D)N~' = P(2DN™'), donc: SY/2 = P(S).
On conclut : vSeS!, IPeR[X], S/?=P(S)

Remarquons que P dépend de S.

3.a. Soit S € S

e Puisque S = (S'/2)2, S est un polynéme en S'/2. 1l en résulte que toute matrice qui commute avec S'/? commute
avec S, donc : T(S'/?) c T(S).

e Puisque S'/2 est un polynome en S (cf 2.), toute matrice qui commute avec S commute avec S'/2, donc :

T(S) C T(SV/2).
Finalement : vSeSt, I(S)=T(SY?)

3.b. Soient A, B € S, telles que A et B commutent.

Alors, A commute avec B, donc A € I'(B) = T'(B'/?), donc A commute avec B'/2,

Et il est clair que A commute avec A'/2.

De méme, en appliquant le résultat précédent & (B, A) & la place de (A, B), B commute avec A et avec A'/2,
Enfin, puisque A'/? commute avec B, on a : A/? € T'(B) = I'(B'/?), donc A'/? commute avec B'/2.

Finalement, A, B, A'/2, B/2 commutent toutes entre elles.
4. Soient A, B € S telles que A < B.
4.a. D’apres 1. : B~Y/2 € S donc, comme A < B, d’apres 11.4.8) : B~Y/2AB~'/2 < B~Y/?BB~'/?2 =1,.

4.b. Puisque B~'/2AB~Y2 € S} T et que B~Y/2AB~1/2 < 1,,, dapres 11.5.2) : 1,, < (B~Y/2AB~1/2)~1 = BY/2A-1B1/2,



4.c. D’apres 11.4.8), on déduit : B~' = B~'/21,,B~1/2 < B~Y/2(BY/?A-'1BY?2)B~1/2 = A~1,

On conclut : ’ L’application S:+ — Si+7 S — S™1 est décroissante

5.a. Soient S € S et X € M,, ;.
e Si SX =0, alors: *XSX = *X0=0.

e Réciproquement, supposons 'XSX = 0.
Alors : 0="'tXSX = tX(S1/2)2X = (*XSV/?)(S1/2X) = t(SV/2X)(S'/?X) = ||S'/2X |3,
donc : SY2X =0, puis : SX = SV/2(S1/2X) = SY/20 = 0.

On conclut : VSeSH, VXeEM,, (SX=0 < 'XS5X=0)

5.b Soient 51,55 € SZ telles que S; < S3. Notons S = S, — 57 € S:, de sorte que : So = S + 5.

; _ t _ Lt _t _t t
1) Soit X € Ker (S3). On a alors S2 X =0, donc *XS5X =0. Mais: "X S5HX = "X(S+51)X ="XSX+ ‘X5 X.

20 >0
Il en résulte : *X 51X = 0, puis, d’apres 5.a. : S1X =0, donc X € Ker (S).
On a montré : Ker (S3) C Ker (S1).
2) @ Montrons d’abord : V.S € S,,, Im(S) = (Ker (S))l
* Soit Y € Im (5). Il existe X € M,, 1 tel que Y = SX.
On a, pour tout Z € Ker (S): (Y |Z)="'YZ="SX)Z="'X"'SZ="X 827 =0, donc: Y € (Ker(S’))J'
=0

Ceci montre : Im (S) C (Ker (S))l
On a, d’apres le théoréme du rang : dimIm (S) = n — dim Ker (S) = dim (Ker (S))L
On conclut : Im (S) = (Ker (S))L

e Dol ici, en utilisant le résultat précédent sur les noyaux : Im (S;) = (Ker (Sl))l C Ker (52))L = Im (52).

Ker (S1) D Ker (S2)

On conclut : VS, Sy € S:, S1 <S5y — {
Im (51) C Im (52)

5.c. Soit A € M,,.

e Soit Y € Im (A'A). Il existe X € M, ; tel que Y = (A'A)X = A(*AX), donc Y € Im (A).
Ceci montre : Im (A*A) C Im (A).

e D’autre part, montrons Ker (A*A) = Ker (*A).

* Soit X € Ker (*A). Alors : (A*A)X = A(*AX) =0, donc : X € Ker (A*A).

Ceci montre : Ker (*A) C Ker (A*A).

* Réciproquement, soit X € Ker (A*A).

On aalors : ||PAX|2 = "(*AX)(*AX) = *X(A*AX) =0, donc *AX =0, d'ott X € Ker ('A4).
Ceci montre : Ker (A*A) C Ker (*A).

On obtient : Ker (A*A) = Ker (*A).

e Revenons aux images, en utilisant le théoreme du rang :

dimIm (A*A) =n — dimKer (A*A) =n — dimKer (*A) =rg (*A) = rg (4) = dim Im (4).

On conclut : | Im (4) =Tm(A'4)]
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5.d. Soient A, B € M,,.
On a, d’apres ¢. : Im (A) =Im (A*A) et Im(B) = Im (B'B), donc : Im(A) +Im (B) =Im(A'A) + Im (B*'B).
e L’inclusion Im (A*A+ B*B) C Im (A*A) 4+ Im (B *B) est immédiate.
e Comme A*A €St et B'tB €S}, ona, dapres c. :
Im(A*A) CIm(A*A+ B*B) et Im(B'B) CIm(A'A+ B'B),

dott: Im(A*A)+Im(B'B) CIm(A*A+ B'B), et donc : Im (A) +Im (B) C Im (A*A + B*B).

On conclut : | VA, BEM,, Im(4)+Im(B)=Im(A'A+ B'B)|

. (1 0 (21 )
6. Pour n = 2, considérons A_<O 0>,B—<1 1>.Ona.

e Ac Sy car AcSyet Sp(A4) ={0,1} C R,
e BcSJ, car B €Sy et, pour tout X = (il) €My, : tXBX:2m%+2x1w2+x§:x%+(x1 +x2)2>0
2

11

e A< B, car B—A—(1 1

> €SS, puisque B— A€ Sy et Sp(B—A) ={0,2} C Ry

4 3

242 _
e B A (3 9

) ¢ S, car son déterminant est égal & —1, donc son spectre n’est pas inclus dans R

Cet exemple montre que, pour n = 2, I'application S — S2 n’est pas croissante sur Ss.

En complétant cet exemple par des termes tous nuls, il est clair que application S —— S? n’est pas croissante pour
tout n > 2.

Enfin, pour n = 1, cette application est I'application Ry — R, s+ s2, qui est croissante.

+

Finalement : ’ L’application S} — ST S +—— S? est croissante si et seulement si n = 1

7.a. Soient A € Sp (C), X € SEP (C,\). On a:
)\tX(Bl/2+A1/2)X: tX(B1/2+A1/2)(AX) — tX(Bl/2+A1/2)((Bl/2_A1/2)X)
_ tX((Bl/2+A1/2)(Bl/2 —Al/Q))X _ tX(B—Bl/2A1/2 + AV2B1/? ~A)X
= 'X(B—A)X — Y(BY2X)(AV2X) + Y(AV2X)(B'/2X)
= 'X(B—-A)X —(B/?X | AY?X) + (A'?X | B'?X) = 'X(B - A)X >0,

=0

car B—AeS/.

7.b. Puisque BY/? + AY2 € Sf ona: EX(BY?2 + AV X > 0.
e Si YX(BY? + AY?)X > 0, alors, d’aprés a. : A > 0.
e Supposons X (B2 + A/2)X = 0. Alors : CXBY2X + ' XAY2X =0, donc *XBY2X =0et tXAY2X =0,
—_— Y—
>0 >0
d’olt, d’apres 5.a. : BY2X =0et AY2X =0, puis: AX = CX = (BY? - AY/?)X = BY/2X — A'/2X =0,
et donc, puisque X #0: A =0.

On a montré : X\ > 0.

7.c. On aétabli: C €S, et Sp(C) C R, donc C € S}, c’est-a-dire : AY/2 < B2

On conclut : L’application S;} — S} A —— A2 est croissante

n?
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8. Soient a € [0;1], A,B€S;}.Ona:
[@aA+ (1-a)B] - [ozAl/2 +(1- a)B1/2]2
= [@A+ (1 - a)B] — [@®A+ (1 — @)AY2BY? 4 a1 — a)BY2AY? 4 (1 - @)’ B]
=(a—a?)A+((1-a)—(1-a)*)B—a(l—a)(AY?BY? 4 BY/2A1/?)
=a(l—a)(A+B— AYV2BY2 _ BY/24Y2) = o(1 — a)(AY/? = BY?)? e ST,

Ceci montre : (04141/2 +(1- oz)Bl/Q)2 <ad+(1-a)B.
Comme aAY? + (1 —a)BY? € S}, que aA + (1 —a)B € S, et que application S +—— S/2 est croissante sur S;',
on déduit : aAY? 1 (1 - a)BY? < (aAd+ (1-a)B)"/*.
On conclut : L’application S;" — S/, S +—— S'/2 est concave
IV.

1l.a. Soit A € GL,,.

1) Unicité :

Soit (£2,5) € O,, x St convenant.

On aalors : *AA = (28)02S = 'StNNS = 52, donc: S = (YAA)'/2. Puis: 2 = AS~ 1.

Ceci montre 'unicité de (£2,.5) et fournit le seul couple possible.

2) Existence :

Notons S = (YAA)/2 et 2 = AS—'.

Onaalors A=08, S€SiTet: 'NQ="*AS1)(AS™!) =S 1PAAS"t =571825"1 =1,, donc: 2 € O,.

On a prouvé : ’ VA€ GL,, 3(2,5) €0, xS, A=0S

1.b. Pour A= (;’ (2)) , on a bien A € GLo, donc A admet une décomposition polaire unique, A = 25, ou
- .. (1 3\ (1 0\ (10 6

2€09,5€¢S7;7.0na: AA_(O 9 s 9)=l6 4)

z ZC)> € S5 pour que S? = *AA. On a:

SQZtAA<:>ab a by _
b ¢ b ¢

On a nécessairement b # 0 et : a? — ¢® = (a?

Cherchons S = <

B)— (b +2) =10 —4=6,

(10 6) = (a®>+0*=10, (a+c)b=6, b +c*=4).
+
dott: (a+c)(a—c)=6,puis: 6b= ((a+c)(a—c))b= ((a+c)b)(a—c)=6(a—c), donc: a—c=b.

6 3 b 3 b
Ainsi : = - —c= oul: a=-++ = = - ——.
msl: a+c b et a—c="b, dou: a b+2 et ¢ b2
3 b\2 5 9
412 2 12 o 0 972 2 2 _ 2 _ —
Ensuite : 4=0"4+c"=b +(b 2) , donc 4b 7+62 0, (b=—2)(5b° —18) = 0.

. 3 b 3 V2 3 b 3 V2 . 2 1
Slbfﬁ,alors. angrifﬁJr?fQ\fQ, 0*57§7ﬁ777\@' Considérons : S\@(l 1).
On a bien S € S§T (cf. exemple de I11.6.) et S* =2 21 21 (1063 gy

1 1 1 1 6 4
) _ 1 _ (1 0\ 1 1 -1\ _ 1 /1 -1
Enfin : 2=AS —(3 2)\/5 1 9 ——ﬂ 11 € 0,.

On conclut :

) . . (1 0 B 5 1L /1 -1 - 2 1
La décomposition polaire de A(3 2> dans GLg est A = (25, ou Q\ﬁ<1 1),5\/§<1 1)
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2. Soit A € M,,. Puisque Sp (A) est une partie finie de R, il existe o > 0 tel que : ]0;a[NSp (4) = @.

1 1
Notons N = E<7> +1 et, pour tout k>N : Ay =A— EIn'

a

1
D’une part : Ag — A, car ||Ap — Al = E”I"H = 0.
1 1

D’autre part, comme 7 € 105, on a Z ¢ Sp (A), donc 0 ¢ Sp (Ag), et donc Ay, est inversible.

On a trouvé une suite dans GL,, convergeant vers A.

On conclut : ’ GL,, est dense dans M,, ‘

3.a. Soit A e M,,.

D’apres 2., il existe une suite (Ax)ren dans GL,, convergeant vers A.

D’apres 1.a., pour chaque k € N, il existe ({2, 5;) € Oy, x SZ+ tel que : Ap = (2:Sk.

La suite ({2%)ken est a termes dans O,, qui est une partie fermée bornée de M,,, donc compacte, puisque M,, est
de dimension finie. Il existe donc une extractrice o et 2 € O, tels que : 25 o 2. Alors, puisque A 7 A,

par suite extraite, A, o A, et, puisque la transposition est continue, Q;(lk) = " 2 tQ = 7!, donc, par
continuité du produit matriciel : S, ) = Q;(I,C)Ag(k) 7 2 1A. Notons S = 27 'A.

Ona:VkeN, "S,u) = S,u), donc, en passant & la limite, par continuité de la transposition : *S =S5, donc S € S,,.
De méme : Yk e {1,..,n}, VX € M1, ‘XS,»)X >0,

donc, en, passant a la limite : VX € M,, 1, *XSX >0, et donc S € S:.

Ainsi: A=10S, 2€0,, SeSi.

On a montré : | VAeM,, 3(2.5) €0, xS}, A=05]

_ (0 1 Lt (0 0 0 1\ (0 O
3.b.P0urA—<0 O),ona. AA—<1 0><0 O>_(O 1).

Notons S = (8 (1)) € S5, de sorte que S? = *tAA. Cherchons 2 = ((CZ

0 1 a b 0 0 0 1 0 b b=1
amas = (3 0)=(22) (1) = (0)-(0d) = {ily
Les deux matrices 2 = <O 1), (29 = < 0 1> conviennent.

1 0 -1 0

0 1
0 0

Z € Oy pour que A = 25. On a :

Ainsi, la matrice A = ( ) admet (au moins) deux décompositions polaires :

D6 (D6

4. Soient A, B € M, telles que 'AA = *BB.

D’apres 3., il existe 21,825 € O,,, 51,5 € Si telles que : A = 2157 et B = (2555.
Ona: 'AA=S%et *BB = 52, donc S = S2.

Comme 51,55 € S;'{, par unicité de la racine carrée dans S,f, on déduit S| = Ss.
Ensuite : B = 255, = 25(27 1 A) = (2071 A.

En notant 2 = Qg!?fl, on a {2 € O, car O,, est un groupe, et on a : B = 2A.

On conclut : VA, BecM,, (tAA: ‘BB = (32¢€ 0, B:.QA))
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l.a. Soit S € S,,.
D’aprés le théoreme fondamental, il existe D = diag (A1, ..., \n) € D, et 2 € O, telles que S = 2D21.
e Soit X €M, ;.Ona: 'XSX ="'X(Q2DN )X =(*'X2)D(Q271X) =Y 1X)D(271X).

> Min(S) D v
k=1

Y1 n
Notons Y =02"'X =] : |. Onaalors: 'XSX="'YDY = Z)‘kyli .

o = < a(8) Y48

k=1
et : Zy}%:tYY: t(Q_lX)(Q_lX):tXtQ_lﬁ_lX:tXQQ_lX:tXX,
k=1
tXSX

11 en résulte : VX eM,1—{0}, Iuin(S) < xx < Avtax(9)-

e D’autre part, en notant V; un vecteur propre pour S associé & la valeur propre Avin(S), on a Vi £ 0 et :

ViSVE = Vi(SV1) = Vi (Amin (9)V1) = Auin (S) (V2 VA),

Y15V,
d DA in — .
onc M AR
. N VoSV,
De méme, en notant V5 un vecteur propre pour S associé a la valeur propre Avax (S), ona Vo £ 0et: Ayax (S) = AT
2Va
‘XSX tXSX
On conclut : Amin(S) = Min S AMax (S) = Max S

1 ar—— a _
xeM, {0} XX xeM, {0} ‘XX

1.b. Soit S € S,,. On a, pour toute X € M, ; : tX(S — AMin (9) In)X = "XSX — Min(S) XX >0,
donc : S — Ayin(9) I, € S, Min(S) I, < S.
De méme, on obtient : S < Ayax(S) L.

On conclut : | VS €Su, Miin (S) I < S < Antax (9) 1|

2.a. 1) Puisque A< Bet que D= 2"'AQ et C = 27BN, on a, dapres 11.4.3) : D < C.
Ainsi : VX € M,,;, ‘X(C — D)X > 0. En particulier, en complétant un vecteur colonne a i lignes par des termes
tous nuls, on obtient : VX; € M, 1, 'X;(C; — D;)X; >0, donc : D; < C;.
2) e Ona: A(A) = Ain(D;), car D; = diag (A1(A), ..., A\ (A)) et A1 (4) = ... = A, (4).
‘XD X; "X;Ci X
e D’apres l.a., appliqué a D; et C;, on a : Ay, (D;) = Min ——— < Min _
P PP win (D) x;eM,,—{0y "XiX; x;eM, -0y "XiX;

e Puisque C; est extraite diagonalement de C, par forme quadratique induite sur un sous-espace vectoriel, on a :
Auin (C5) < Ai(C).

== >\Min (Cl)

e Puisque C = 271 B2, B et C ont les mémes valeurs propres avec les mémes ordres de multiplicité, on a :
Ai(C) = \(B).

2.b. On vient de montrer : Vi € {1,...,n}, X(4) < X(B).

Finalement : A<B = (Vie{l,.,n}, \(A) <\(B))

K3k sk ok ok sk sk ok ok sk sk sk ok ok sk ok ok >k 3k ok sk >k 3k ok kR sk sk ok ok 3k sk ok ok sk sk ok ok ok sk ook ok ok
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