Corrigé de e3a 2006 PC Epreuve A

partie I
1. (a) T, : RX] — R[X] est & I’évidence linéaire et vérifie T}, o T}, = T},, donc T, est un projecteur de R[X].
1. (b) Comme : VP € RX], T,(P) € R,(X] et que : VP € R,[X], T,(P) = P, il est clair que :

Im (T},) = Ry, [X].

1. (¢) On a, pour tout P = Zkak € R[X], puisque T,, est un projecteur :
k>0
PeIm(T,) <= To(P)=P < (Vk>n+1, p,=0) < X" | P
— (AQeRX], P=X""Q) < P(x)= o (")

2. (a) Soit P € R[X].
N
¢ Si P #0,notons N =deg(P)€eN, P= Zkak, pn # 0.
k=0
N
Ona: ¢(P)= Zpk(X +X?)*. Il est clair alors que deg (¢(P)) = 2N = 2deg (P).
k=0

e Si P =0, alors ¢(P) =0, donc deg (p(P)) = —oo = 2deg (P).

On conclut :

VP e RX], deg(¢(P))=2deg(P)

2. (b) e Il est immédiat que @ est linéaire.
Soit P € Ker (). Si P # 0, alors, d’apres (a), deg (¢(P)) = 2deg (P) € N, donc ¢(P) # 0.
Ceci montre : Ker (p) = {0}, et on conclut :

‘ ( est injective ‘

e D’apres (a), pour tout P € R[X], le degré de P est —oo ou un nombre pair, donc ¢ n’atteint pas les
polynomes de degré impair. Par exemple, X n’a pas d’antécédent par ¢. On conclut :

‘ o n’est pas surjective‘

3. (a) On calcule les 4 (X7), 0 < j < 4:
pa(1) = Tu(p(1)) = Tu(1) =

©a(X) = Ty (e )=T4(X+X2) X + X2
0a(X?) = Tu(p X2) Ty (X +X2)%) = X2 +2X°% 4+ X*
0a(X?) = Ty (p(X?)) = Ty ((X + X?)?) = X? 4 3X*
Pa(Xh) = Tu(p(Xh) = X4

On en déduit, la matrice My de ¢4 dans la base canonique de Ry [X] :

M,y =

OO OO =
OO == O
=N = O
w = oo
—_0 O O



3. (b) Soit n € N tel que n > 2.

Soit j € {0,...,n}. On a, en utilisant la formule du binéme de Newton :

pn(X9) = T pn(X9)) = T (X + X2)7) =T, (D2 ChxIH(x2)¥)
k=0

j 25 ' Min (2j,n) '
=T, ChXitk) = T, ¢riXY) = CiIxe,
(,;) ! ) [i=j+k] (Z ! ) Z !
= i=j i=j
On a donc : 0 si 1<y
V(i,j) € {0,...,n}, my = —
(i,5) €{ } ij (z j]) S§ii>j

Ceci montre que M, est triangulaire inférieure.

4. (a) La matrice carrée My est triangulaire inférieure et & termes diagonaux tous non nuls, donc My est
inversible.

On a, pour tout X = *(z,...74) € R et tout Y = *(yo,...,y4) € R® :

1 0 0 0 O To Yo
01 0 0 O T U1
MX=Y < [0 110 0||[z]|=]wn
00 2 10 T3 Y3
0 01 3 1 T4 Y4
To = Yo To = Yo
1 =Y T =Y
= ¢ T1+ T2 =Y = { T2 =Y2 — Y1
2z + 3 =y3 3 =y3 —2(y2 —y1) = Y3 — 2y2 + 2y
Ty + 323+ T4 = Ys Ty =Ys — (Y2 —y1) — 3(ys — 2y2 + 2y1) = ya — 3y3 + Sy2 — 5y1.
On conclut : . 0 0 0 0
0 1 0 0 O
M=o -1 1 0 0
o 2 -2 1 0
0O -5 5 -3 1

On peut controler M4M471 =I5 en effectuant le produit matriciel.

4. (b) Soit n € N tel que n > 2. Puisque la matrice carrée M, est triangulaire (inférieure) & termes diagonaux
tous non nuls, M, est inversible.
Il en résulte que ¢, est bijectif.

4. (c) Puisque M,, est triangulaire inférieure & termes diagonaux tous non nuls, d’apres le Cours, sa matrice
inverse est aussi triangulaire inférieure .

5. (a) e Ona: Vi€ {0,...,n}, To((X+X?)7)=T,(p(X")) = pn(X).
Comme ¢,, est un endomorphisme bijectif de R, [X] et que B = (X%)o<i<n est une base de R, [X],
B = (@n(Xi))Ogign est aussi une base de R, [X].

e Comme M, = Matg(p,) et que B’ = ¢, (B), la matrice de passage de B & B’ est M,.

D’apres le Cours, la matrice de passage de B’ a B est donc Q,, = M, .



5. (b) D’apres la définition de @, on a :
. n .
Vji€{0,..,n}, X =g ;T ((X+X?)),
d’on, d’apres 1. (c) :

Vje{0,..,n}, qu] ((z + 2%) qux+x + o(z™).

5. (c¢) Soit j € {0,...,n}.
Ona:

S i@+ to@) = @ = (z+a%)2d "t — It

= (z+2° (qu (x4 2+ ) (quﬂ (z +2*)’ +0($n)>

- qu 1(z +2?) ! Zqz,ﬁl (z 4+ 2%)" + o(z")
=0

n+1

= Zqz 1,j—1 35+37 Zqz,]-i-l 35"'35) +O(wn)

= —@ojt1 + (G151 — Gijpr) (@ +2°) +o(z"),
=1

le terme gy, j_1(z + %)™ !

rentrant dans le o(z™).
Ainsi :

(90,5 + o.j+1) + Y _ (455 — Gim1,j—1 + Gij11) (@ + 2°) + 0(z"™) = 0.
)

On en déduit go; + go,j+1 = 0, puis Vi € {1,...,n}, ¢; —¢i-1,j—1 + ¢ij+1 = 0, car sinon, le premier
membre aurait un équivalent en Az®, X # 0, contradiction avec le second membre.

On conclut :

‘ Pour tout (i,j) EN? telque 1 <i<netl<j<n—1l,ona: ¢;=q-1,-1— i+

5. (d) La premiere colonne et la diagonale de @5 sont connues :

Qs =

OO OO =
—



On obtient successivement :
@1=q0—¢@2=0-1=-1

@32=¢q1 —q33=—1—-1=-2
@1 =q0—q2=0—(-2)=2

a3 =¢q32 —Qas=—2—-1=-3
Qa2 =q310 —qu3=2—(-3)=5
Ga,1 = q30 —qa2=0—-5=-5

@54 =qQu3— Qs =—9—1=—4
@53 = (a2 — Q54 =5—(—4)=9
52 =qa1 —Qs3=—5—9=—-14
@51 = Qa0 — @52 = 0— (—14) = 14.

On conclut : 100 0 0 O 1 0 0 0 0 O
010000 O 1 0 0 0 0
011000 0 -1 1 0 0 0

Mi=14g02100| ¢ @%=|g 2 —2 1 0 o
001310 0 -5 5 -3 1 0
0003 41 0 14 —14 9 —4 1

On peut d’ailleurs controler que le produit de M5 par (05 est bien 'identité.
5. (e) La vérification, dans le cas n = 5, de la formule proposée est immédiate.
Nous allons prolonger 1’énoncé en démontrant cette formule pour tout (i, 7).
La formule envisagée s’écrit, :
iriJ (20—7—1 -7 (20—7—1) s (20 —7 = 1)
qi,j = (—1)z+] - _'] . = (—1)Z+] S A\ — = (—1)l+] N
i 11— i(@i—)lE—1) (i — j)ta!
La formule est vraie lorsque j = 0 et ¢ > 1, puisqu’alors : g; 0 = 0.
La formule est vraie pour j = 4, puisqu’alors : ¢;; = C?_l =1.

Supposons la formule vraie pour (i — 1,5 — 1) et pour (i,j + 1).

On a alors :

qi,j = {qi-1,j—1 — Qi j+1

= oD T gy

(i — ) —1)! i—j—Dul
- o e R
= (—D"“%(u—nwm1>(z'—j>>
S ek G T N R et Bt

(i — ) (i — !

ce qui montre la formule pour (i, 7).



partie II

p—

. (a) Puisque z + 22 — 00, on peut composer les développements limités en 0, donc :
r —

f(x +2%) = P(z + 2%) + o(z") = (Tn (P(z +2%)) + o(:v”)) + o(z™) = T,,(P(z + 2%)) + o(z").

n
. (b) Notons P = Zkak. On a alors, par produit de matrices :

1
k=0
no )
f(z +2?) ZZm”pﬂ +o(z Z( (l_]>p])a: + o(z").
1=0 j=0 i=0 i=0
. 1 1
2. (a)ICl, g() m,f 1tz _1_117"‘1' _.’L' +.T +O( )
On effectue : My 1 donc: g(z)=1—2+2° —2* + o(z*).
2. (b) Directement :
1
_ —1— 2 2\2 _ 213 2\4 4
R e e e R LR TP A P R AR

=1-(z+2)+ @ +23 +2Y) - (@ +32Y) + 2t +o(@?) =1 -z + 2% — 2t + o(z?).
Ou bien, encore plus simplement, :
1 11—z

9@) = T~ 1o~ 121+ +0@%) = 1-2 42" — 2% +o(a?).

3. (a) Soit f développable en série entiére en 0, somme d’une série entiére de rayon de convergence R > 0 :

Vz€]-R;R] Z/\x

e Si R = 400, alors, pour tout = € R, la série numérique Z An(z + 2%)™ converge, donc Q = R.
n>0

e Supposons R €]0; +oo].

L’étude des variations de la fonction 7: z € R — 7(x) = z + 2% est immédiate.



On en déduit les variations de la fonction |7| :

L’ouvert Q est I'ensemble {z € R; |r(z)| < R}.
x Si 0 < R < 1/4, alors I’équation |7(x)| = R, d’inconnue = € R, admet quatre solutions a, b, ¢, d telles
quea<b<c<d etona: Q=|a;bU]ec;d.
Le calcul de a,b, c,d est immédiat :
-1-+v1+4R -1-+vV1—-4R -1++vV1—-4R
c= ———

a=—"—, b=——7——,

4 —L+VITaR
2 2 -2

2 ’ 2

*x Si R = 1/4, alors ’équation |7(z)| = R, d’inconnue = € R, admet trois solutions a,b = ¢, d telles que
a<b<detona: Q=|a;bU]b;d.

Le calcul de a, b, d est immédiat :

—1-+2 1 -14+2
a=——" b=c=-=, d=—"=.
2 2 2

*x Si R > 1/4, alors I’équation |7(z)| = R, d’inconnue z € R, admet deux solutions a,d telles que a < d,
et on a: Q =Jal.

Le calcul de a,d est immédiat :

~1-1+4R _ —1+VI+4R

S e el d=
“ 2 ’ 2

3. (b) D’apres la formule du bindéme de Newton, on a :

N
gn(@) =D An(z + ) ZAna: (1+2z)"
n=0

-2 2 (5)7 =0 S () m S (E (k) )

Jj=0 = Jj=0 n=0 k=n
En échangeant ’ordre des deux sommations par le théoreme de Fubini, on obtient :

2N  Min (k,N)

=2 (0 ()

= n=k/2



k N
3. (c) On note py = Z An (nﬁk> et hy(z) = Z,uk:nk.
k=0

n=k/2
On a alors :
N k 2N Min (k,N) n
v (z) — gn(2)] = ‘Z doomat =3 3> <k—n>wk‘
k=0 n==k/2 k=0 n=k/2

- 1,50, 3 ()

k=N+1 n:k/2

2N N n N n n )
< S ()l s X I () eb)lel
k=N+1n=k/2 S j=0
N N N
= AR =Y (el +a?)" < (e +)"
n:% n:% n=N/2

3. (d) e Si |z| + 2® < R, alors la série numérique E IAn|(Jz| + 22)"™ converge, donc hn(z) — gn () - 0.
o0
n>0

Mais gn(z) =2 f(z +2%). Donc : hy(z) = flz +2?).
—-1++v1+4R
—y

e On retrouve ainsi le développement limité de x — f(x + x?) déja obtenu en II 1. (b), par troncature
du polynéme composé P(x + x?).

Ceci montre que z — f(x + 22) est développable en série entiere en 0, de rayon >

4. (a) On a, pour tout z €] —1;1[ :

400 —+o0 —+o0 400
1 1—=2
— — =(1— §:3n:§:3n_§:3n+1:§:4k
g(l‘) 1+CU+352 1_1:3 ( x) n:O(I) n:Ox n:Ox k—[)akx ’

en notant : .
1 si k=3n,neN

ar=< —1 s k=3n+1, neN
0 si k=3n+2,neN

k
4. (b) Dapres 3. () : f(@) = ——,  An=(=1)", jx— S (kfn) = 5.
n=k/2

On a donc :
1 si k=3n,neN

Sp=< -1 ¢ k=3n+1, neN
0 si k=3n+2, neN.



partie III

1. (a) e L’étude des variations de a: x € R — u =a(z) =z +

z? est immédiate :

11 est clair que les intervalles ouverts I et J, contenant 0 et aussi grands que possible, tels que a définisse

une bijection de I sur J sont : [ =]—1/2;+o00[, J =] —
e On a, pour tout (z,u) €] —1/2;4+00[x] —1/4;400[ :

u=oa(z) <= 2’ +r-u=0 < =

1+ 4u
2

car I’autre solution,

1/4;+00].

—1+4++1+4u
2 )

n’est pas dans | — 1/2; +00[.

Il en résulte :

Yue ] —i;—l—oo[, a"'(u) =

-1+ +1+4u
2

1. (b) D’apres le Cours, la fonction v — (1 + v)'/? est développable en série entiere en 0, de rayon 1 et, pour

tout v €] —1;1]:

(14 v)1/2 _1++§ %(% _1) (% —n+1)vn_ 1+§ 1(=1)(=3)---(—2n + 3) "
n! - anp!
n=1 n=1
.- (2n —3) = . (@2n-2) (2n)!
+Z anpl +T;( ) anoyn— 1(n _ ]_ +Z 2n — 1)22n(n|)2v
+oo n—1
-1 2n)!
D’ot1, pour tout u €] — 1/2; +o0[, en remplacant v par 4u : a ' (u) = Z Mun
n—1)(n!

Ceci montre que a~! est développable en série entiere en

n=0
0 et que le rayon de convergence est 1/4.

+0° k 1
11 2k)' o 1
v1‘6]_41’4{ sz R=q
k=0
+o00 +oo n
1. (¢) On a: = Zbkuk = Zbk(x + 22k = Zbk(x + 22)* 0 0(x”),
—
k= k=0 k=0

donc, pour tout n € N, d’apres I 1. (c) :

+oo
X = (Zbk (X +X?%) ) Zka (X 4+ X2)k
k=0 k=0

Zka ) = Zkan(Xk)a
k=0

donc les by, sont les coefficients de la 2éme colonne de @, = Mn’l.



) _EDMTER) el (262
1. (d) On aobtenuen 1.: by = Ok — ) (kD)2 =(-1) P\ ko1 ) =W

et on retrouve ainsi un résultat de I 5. (e).

2. (a) e Pour tout w € C fixé, I’équation 2z + 22 = w, d’inconnue z € C, admet deux solutions z1, 22 et on a :
z1 + z2 = —1 donc ces deux solutions restent symétriques par rapport au point d’affixe —1/2.

e Soient (z,y) € R%, 2 =2+ iy. On a:
az)=z+22 =@ +iy)+(z+ iy’ =x+iy+2°+2izy — >,
d’otl, en séparant partie réelle et partie imaginaire, et en notant w = a(z) = u + iv, (u,v) € R? :
v=z+2>—y> et v=y+2zy.

Siy=0,alorsu=2+2>€ Ret z+22 €] —1/4;+00].
Il en résulte que a(Il) C U, ot U est le plan privé de la demi-droite fermée réelle | — oo ; —1/4].
Réciproquement, soit w =u + iv € U.

L’équation z 4+ 22 = w, d’inconnue z € C, admet deux solutions z;, z. En notant 2, = 2y + iy, 22 =
Z2 + iy2, T1,%2,Y1,y2 € R, on av = (221 + 1)y; = (222 + 1)ya. Si v # 0, alors z; # —1/2, et, comme
x1 + 22 = Re (21 + 22) = —1/2, 'un des deux points z; ou 2o est dans IT et Pautre n’y est pas.

On conclut : o : [T — U est bijective.

e L’application a : (z,y) — (z + 22 — y2, y + 22y) est de classe C! par les théorémes généraux.

On calcule, pour tout (z,y) € II, le déterminant jacobien de « en (z,y) :

142z 2y

Ty 119 = (1+22)% + (2y)? > 0.

det (Jo(z,y)) = ‘

Ainsi, le jacobien de a en tout point de IT est non nul.

D’apres un théoreme du Cours, on conclut :

‘ a est un Cl-difféomorphisme de IT sur U




2. (b) Soient k €] —1/2;400[, Dy, la droite d’équation z = k.
Une représentation paramétrique de «(IT) est donc, avec les notations précédentes :

u=k+k —y> et v=y+2ky=(1+2k)y, ycR

En éliminant y, on obtient une équation cartésienne de a(II) :

2
w=k+k— (lf%) = (14 20)2%u = (k+k2)(1+2k)2 —v? <= 02 = (1+2k)%(—u+ (k+k?)).
On conclut que I'image de Dy, par « est la parabole d’axe Ou, de sommet O, de foyer F/(—p/2, 0), ou :
D 5 (1 +2k)? 1
L VY R S S VA
2 + 4 4
3. D’apres IIT 1. (b), le rayon de convergence de la série entiere Z brw® est 1/4.
k
+oo
L’application 3 :w — B(w) = Z brw” est donc définie sur le disque ouvert |z| < 1/4. Sur ce disque,
k=0
par opérations sur les séries entieres, Papplication v : w — v(w) = (B(w)) ? + B(w) — w est développable
+oo
en série entiere, notée Z crw®.
k=0

Dans le cas particulier olt w est réel, en notant w = u €] —1/4;1/4[, on a : y(u) =0, car B(u) = a "' (u).
Par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle, on a donc : Vk €N, ¢, =0.

Il en résulte alors que 7 est la fonction nulle sur le disque |z| < 1/4. On obtient ainsi a(B(w)) = w.

Montrons enfin que, pour tout w dans le disque |w| < 1/4, on a B(w) € II.
Soit w € C tel que |w| < 1/4. Mettons w sous forme trigonométrique : w = pel? pe R, € R

On a:
+o0o +o00
Re (B(w)) = Re (Z bkwk) = Re (Z brpte ikg)
k= k—
’ ’ +oo +o00 +o00 1
= > b cos(kt) > — Dbl = Y be(—p) = a7 (p) > .
k=0 k=0 k=0

Ceci montre que 3(w) € II, et donc B(w) = a™t(w).

Finalement :

YweC, |w|l<1/4 = B(w)=a""(w)
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