
Pr�eparation �a l'agr�egation interne de math�ematiquesCorrig�e du probl�eme du mer
redi 20 septembre 2006Jean-Marie Monier1 Soit n 2 N � f0; 1g:L'appli
ation fn : x 7�! 11 + xn est 
ontinue sur [0 ;+1[ et fn(x) �n1 1xn > 0 et n > 1; don
,d'apr�es l'exemple de Riemann et le th�eor�eme d'�equivalen
e pour des fon
tions > 0; fn est int�egrablesur [0 ;+1[:Ce
i montre que, pour tout n 2 N � f0; 1g; l'int�egrale In existe.2 En utilisant la relation de Chasles :In = Z 10 11 + xn dx+ Z +11 11 + xn dx = Z 10 (1 + xn)� xn1 + xn dx+Bn = 1�An +Bn;en notant An = Z 10 xn1 + xn dx; Bn = Z +11 11 + xn dx:3 Par le 
hangement de variable t = 1x ; x = 1t ; dx = �dtt2 :Bn = Z 01 11 + �1t �n�� dtt2 � = Z 10 tn�2tn + 1 dt:
4 D'apr�es 3 : Bn �An = Z 10 xn�21 + xn dx� Z 10 xn1 + xn dx = Z 10 xn�2 � xn1 + xn dx:On a, puisque 1 + xn > 1 et xn�2 � xn > 0 :0 6 Bn �An 6 Z 10 �xn�2 � xn� dx = 1n� 1 � 1n+ 1 = 2n2 � 1 :D'o�u Bn �An = O� 1n2�; puis :In = 1 +Bn �An = 1 +O� 1n2�:5 a � Soit n 2 N � f0; 1g:On a, en faisant apparâ�tre nxn�11 + xn qui est la d�eriv�ee, par rapport �a x, de ln(1 + xn) :Bn �An = Z 10 xn�2 � xn1 + xn dx = Z 10 xn�2 � xnnxn�1 nxn�11 + xn dx = 1n Z 10 �1x � x�nxn�11 + xn dx:1



Pour " 2 ℄0 ; 1℄; on a, par une int�egration par parties :Z 1" � 1x � x�nxn�11 + xn dx = h�1x � x� ln(1 + xn)i1" � Z 1" �� 1x2 � 1� ln(1 + xn) dx= ��1" � "� ln(1 + "n) + Z 1" � 1x2 + 1� ln(1 + xn) dx:Comme ln(1 + "n) �" �! 0 "n et n > 2; on a �1" � "� ln(1 + "n) �" �! 0 "n�1 �!" �! 0 0; d'o�u :n(Bn �An) = Z 10 � 1x2 + 1� ln(1 + xn) dx:� Par le 
hangement de variable t = xn; x = t 1n ; dx = 1nt 1n�1dt; on a :n(Bn �An) = Z 10 � 1x2 + 1� ln(1 + xn) dx= Z 10 �t� 2n + 1� ln(1 + t) 1nt 1n�1 dt = 1n Z 10 �t� 1n + t 1n � ln(1 + t)t dt:5 b Nous allons essayer d'appliquer le th�eor�eme de 
onvergen
e domin�ee.Notons, pour tout n 2 N � f0; 1g :gn :℄0 ; 1℄ �! R; t 7�! gn(t) = �t� 1n + t 1n � ln(1 + t)t :� Pour tout n 2 N � f0; 1g; gn est 
ontinue par mor
eaux (
ar 
ontinue) sur ℄0 ; 1℄� La suite (gn)n>2 
onverge simplement sur ℄0 ; 1℄ vers l'appli
ationg :℄0 ; 1℄ �! R; t 7�! g(t) = 2 ln(1 + t)t :� L'appli
ation g est 
ontinue par mor
eaux (
ar 
ontinue) sur ℄0 ; 1℄:� On a, pour tout n > 2 et tout t 2 ℄0 ; 1℄ :jgn(t)j = �t� 1n + t 1n � ln(1 + t)t 6 � 1pt + 1� ln(1 + t)t ;
ar 0 < t 6 1 et n > 2:L'appli
ation ' : t 7�! � 1pt + 1� ln(1 + t)t est 
ontinue par mor
eaux (
ar 
ontinue), > 0; etint�egrable sur ℄0 ; 1℄ 
ar '(t) �t �! 0 1t 12 et 12 < 1:D'apr�es le th�eor�eme de 
onvergen
e domin�ee :Z 10 gn �!n1 Z 10 g:2



En notant C = Z 10 g = 2 Z 10 ln(1 + t)t dt; on a don
 :n2(Bn �An) �!n1 C:De plus, C > 0; 
ar t 7�! ln(1 + t)t est 
ontinue, > 0 et n'est pas la fon
tion nulle.On 
on
lut : Bn �An �n1 Cn2 :5 
 On d�eduit : In = 1 + (Bn �An) = 1 + Cn2 + o� 1n2�:6 a Notons I = C2 = Z 10 ln(1 + t)t dt:On a, en utilisant le d�eveloppement en s�erie enti�ere de t 7�! ln(1 + t) :I = Z 10 �1t +1Xn=1(�1)n�1 tnn �dt = Z 10 � +1Xn=1(�1)n�1 tn�1n �dt:Nous allons essayer de permuter int�egrale et s�erie.Notons, pour tout n 2 N� :hn : [0 ; 1℄ �! R; t 7�! hn(t) = (�1)n�1tn�1n :� Pour tout n > 1; hn est 
ontinue sur le segment [0 ; 1℄:� La s�erie Xn>1hn 
onverge simplement sur [0 ; 1℄; d'apr�es le th�eor�eme sp�e
ial �a 
ertaines s�eriesaltern�ees, ou bien en
ore d'apr�es le d�eveloppement pr�e
�edent.De plus, pour tout t 2 [0 ; 1℄; d'apr�es une propri�et�e du reste Rn(t) d'une s�erie relevant du th�eor�emesp�e
ial �a 
ertaines s�eries altern�ees, on a :jRn(t)j = ��� +1Xk=n+1hk(t)��� 6 jhn+1(t)j = tnn+ 1 6 1n+ 1 ;d'o�u : jjRnjj1 6 1n+ 1 et don
 jjRnjj1 �!n1 0; 
e qui montre que la s�erie Xn>1hn 
onverge uni-form�ement sur [0 ; 1℄:D'apr�es un th�eor�eme du Cours, on peut alors permuter int�egrale et s�erie, d'o�u :I = +1Xn=1 Z 10 (�1)n�1tn�1n dt = +1Xn=1 (�1)n�1n2 :3



6 b On a, pour tout N 2 N� , en s�eparant les termes d'indi
es pairs ou impairs :2NXn=1 (�1)n�1n2 = N�1Xp=0 1(2p+ 1)2 + NXp=1 �1(2p)2 = � 2NXp=1 1p2 � NXp=1 1(2p)2�+ NXp=1 �1(2p)2= 2NXp=1 1p2 � 12 NXp=1 1p2 �!N1 +1Xp=1 1p2 � 12 +1Xp=1 1p2 = 12 +1Xp=1 1p2 = 12 �26 = �212 :On obtient : Z 10 ln(1 + t)t dt = �212 ;et don
 : C = 2I = �26 ;d'o�u �nalement le d�eveloppeent asymptotique de In �a la pr�e
ision o� 1n2� lorsque l'entier n tendvers l'in�ni : In = 1 + �26n2 + o� 1n2�:� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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