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1 Soit n € N—{0,1}.

1 1
L’application f, : z — T est continue sur [0;+oof et fn(z) ~ —

et n > 1, donc,

0
0, fn est intégrable

AR\

d’apres 'exemple de Riemann et le théoreme d’équivalence pour des fonctions
sur [0; 400

Ceci montre que, pour tout n € N — {0, 1}, intégrale I,, existe.

2 En utilisant la relation de Chasles :

1 “+o00 1 n n
1 1 (I4+2") -z
n /0 Tra7 :U+/1 T 2n T /0 T 2n T+ by n + Dn,

Loogn R |
en notant A, :/ dz, B, :/ dz
o 1+azn 1 14 2n

1 1 dt
3 Par le changement de variable t = —, z = 7 dz = 2
x
B _/0 1 ( dt)_/1 2
Chgyte e

4 D’apres 3 :

1 n—2 1 n 1 n-2_ _.n
Bn—Anz/ ’ da:—/ < d:nz/udm
o 142z o 142z o 142z

On a, puisque 1 +2" > let 2" 2 —2" >0 :

0<B,-A </1(x"2—x”)dx— 1 - 1 _ 2
= "= n—1 n+l1 n2-1

In:1+Bn—An:1+o(i).
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5 a e Soit n € N—{0,1}.
xnfl

On a, en faisant apparaitre — qui est la dérivée, par rapport a z, de In(1+2") :
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Pour € €]0;1], on a, par une intégration par parties :

/: (i—x);w_ﬂ:;;dx: {(i—x)ln(1+x”)]i—/j(—w—t—l)ln(1+x”)dx

= _(é —g) 1n(1+a")+/1 (%H) In(1+z")dz.

1
Comme In(1+4¢") ~ 05” etn>2,0na (g - 5) In(14+&") ~ &' — 0, doi:
—

€ e — 0 e — 0
Yo
B, —A,) = — +1)In(1 " .
n( ) /0 (x2—|— )n( + ™) dx
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e Par le changement de variable t = 2", x = t%, dr = —t%_ldt, on a :
n

n(B, — Ap) = /1 (% + 1) In(1 + ™) dz
0

xr
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1 1 In(1+t
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5 b Nous allons essayer d’appliquer le théoreme de convergence dominée.

Notons, pour tout n € N—{0,1} :

In(1+¢
gn]0;1] — R, t+— gp(t) = (t_% —l—t%) $

e Pour tout n € N—{0,1}, g, est continue par morceaux (car continue) sur ]0; 1]

e La suite (g, )n>2 converge simplement sur ]0; 1] vers application

In(1+¢
g:0;1] — R, ¢+ g(t) :2%.
e L’application g est continue par morceaux (car continue) sur |0;1].

e On a, pour tout n > 2 et tout ¢t €]0;1] :

@) = (17 4+ 8 2 < (Z2 1) R,

car0<t<letn > 2.

1 In(1+¢
L’application ¢ :t +— (% + 1)@ est continue par morceaux (car continue), > 0, et
_ 1 1
intégrable sur ]0; 1] car <p(t)t o et 5 < 1.

D’apres le théoreme de convergence dominée :

1 1
/ gn — g.
0 neeJo



1 1
In(1+¢
En notant C=/g=2/ #dt’ on a donc :
0 0

nQ(Bn —4,) — C.

In(1+t¢
De plus, C' > 0, car t —> M est continue, > 0 et n’est pas la fonction nulle.
On conclut, : c
noo N

5 ¢ On déduit :

6 a Notons

1
=G [y,
2 ), ¢

On a, en utilisant le développement en série entiere de ¢t — In(1+1¢) :

=[S - (St

Nous allons essayer de permuter intégrale et série.

Notons, pour tout n € N* :

(_1)n—1tn—1

hy i [051] — R, t— hy(t) = -

e Pour tout n > 1, h,, est continue sur le segment [0;1].

o La série E h, converge simplement sur [0;1], d’apres le théoreme spécial a certaines séries
n>1
alternées, ou bien encore d’apres le développement précédent.

De plus, pour tout ¢ € [0; 1], d’apres une propriété du reste R, (t) d’une série relevant du théoreme
spécial a certaines séries alternées, on a :

t" < 1
n+1 " n+1’

“+o00
Z hk(t)‘ < hpta (B)] =

k=n+1

et donc ||Rp|lce — 0, ce qui montre que la série E hy, converge uni-
noo

1
1 Bnloo <
n+1 1

formément sur [0;1].

D’apres un théoreme du Cours, on peut alors permuter intégrale et série, d’ot :

+oo n Tyn—1 +oo —1)n—1
I—Z/ dtzz%.
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6 b On a, pour tout N € N*, en séparant les termes d’indices pairs ou impairs :

S e (S-S
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On obtient : ) )
In(1+¢
/n(+)dt—7r—,
o t 12
et donc : )
™
C=2I=—,
6

1
d’ou finalement le développeent asymptotique de I,, a la précision o(—2> lorsque ’entier n tend
n
vers 'infini : )
T 1
=1+ g0+ o)
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