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PARTIE 1

(m +n)!

I.1.Sin>1,ona: P,(m)=(m+1)---(m+n) = '
m!

m!
et cette formule est aussi valable pour n = 0, car alors Po(m) =1 = —
m!

(—1ra
22np! P, ()
(-1
220l P, (a)

|tn 1 ()] _ % | Pa ()| _ x’ — 0,
un@)] ~ Bt DI Pt (@]~ A Dfan v 1]

I.2. Soit x € R. Comme, pour tout n € N, P,(a) # 0, la fraction existe.

Supposons x # 0, et notons, pour tout n € N : wu,(z) = On a u,(z) #0 et :

donc, d’apres le théoreme de D’Alembert, la série numérique E un(z) est absolument convergente,
n>0
donc convergente.

Le cas £ = 0 est d’étude immédiate.

Ceci montre que, pour tout z € R, f,(z) existe, autrement dit :

Déf (f.) = R

1.3.1. L’application f, est la somme d’une série entiere de rayon infini d’apres I1.2., donc f, est de
classe C* sur R et on peut dériver terme & terme, d’ou, pour tout x € R :

X (=1)ngn . X (=1)"2ng2nt . X (=1)"2n(2n — 1)22n—2
fule) = 2_%722%3&(&), fi(e) = Z_jl—( L CR I

On a donc, pour tout z € R :

ofo (@) + 2+ 1) fi(z) + 2fa(2)

22”n'P( ) ~ 22npl P, () o 22np| P, ()

+°° n 2n—1 +oo n 2n—1 +oo n2n+1
2n(2n — D)z —1)"2nz 20 + 1)(—=1)"x
n=1

X (=1)"2n(2n — 1)g2n1 +2‘°(—1)n2m:2n—1 +2‘°(2a+1)(—1)n—1x2n—1

22npl P, () 22npl P, () — 22" 2(n — )!P—1(q)

M

n=1 n=1

= Z ﬁ;):(a) (Qn(Qn — 1)+ (2a+1)2n — 4n(a + n))m%*1 = 0.

Ceci montre :

‘ fa est solution de (E,) sur R ‘




I.3.2. Réciproquement, soit y une solution de (E, ), paire et développable en série entiere en 0.
+oo
Notons R le rayon de cette série entiere, R €]0; +00], et y(x) = Z anz®", pour tout x € | —R; R].
n=0
D’apres le Cours, l’application y est dérivable sur | — R; R[ et on peut dériver terme a terme, d’ou,
pour tout z €| — R; R[ :

—+o0 400 —+o0
y(r) = Z anz®™,  y'(z) = Z 2na,z?" ", y'(z) = Z 2n(2n — 1)a,z?" 2.
n=0 n=1 n=1

On a, pour tout z €] — R; R[ :

oy (z) + 20+ Dy'(x) + zy()

400 400 400
= Z 2n(2n — a,z>" ' + 2(204 + 1)2na,z”" " + Z apz®
n=1 n=1 n=0
+o00 +o00 +o00
= Z 2n(2n — Va,z™ ' + Z(Qa +1)2nap,z®" " + Z Y
n=1 n=1 n=1
+o00 +o0
= (2n(2n —1Dan + (2a + 1)2na, + an,l)x%*l = Z (4n(a +n)a, + an,l)x%*l.
n=1 n=1

Par unicité du développement en série entiere en 0 de la fonction nulle, on déduit :

Vn>1, 4n(a+n)+a,—1 =0.

Puisque o ¢ Z* on a, pour tout n > 1, a+n # 0, d’ou : Yyn>1, a,=— Un—1 .
dn(a +n)
On déduit, en réitérant ou par une récurrence immédiate :
-1 -1 -1
n = man—1 - dn(a+n) 4(n —1)(a+n — 1)an_2
-1 -1 (=)™

== .. Qo

dnfa+n) 4 1-(a+)™ " DB, (a)™™

De plus, ag = y(0), car la somme de la série entiere en 0 est égale au terme constant de cette série
entiere.
(="

On a donc : \V/TLEN*, anzm

y(0),  d’ot, pour tout x €] — R;R[ :

= 2n = (_l)n 2n
y@) =D ana® =} s p s y(02” = y(0)fa(@).
n=~0 o

n=0

Enfin, comme la série entiere définissant f, est de rayon infini, la série entiere définissant y est
aussi de rayon infini et on conclut :

Yy =y(0)fa-

Remarque : L’ensemble des solutions de (E,), paires et développables en série entiere en 0, est
un R-espace vectoriel de dimension 1, c’est la droite vectorielle engendrée par f,.



I.4.1. Puisque a ¢ Z,on a —a ¢ Z*, donc f_, est définie, puis g, est correctement définie.

Puisque f_, est de classe C* sur R, donc sur |0; +00], g, est de classe C* sur ]0; +o0[ et, pour
tout x €10 ;400] :
ga(x) = x72af,a(aj),

go(x) =272 f1 (1) = 20272071 f o (2),
gl(x) =72 f" (z) —dax™ 207 f(2) + 2a(2a + V)22 f_ (2),

d’olt, pour tout z €10 ; 400] :
29, (x) + (20 + 1) g, () + 294 (2)
= 272t 1 (2) — daz™ L (2) + 20(2a + 1)z ()
+Q2a+ D2 f (x) —2a(2a + D207 f_(z) + 272 f_ ()
=g 2t (@) + (=20 + D22 fL (2) + 272 f o (2)
=272 (af" (@) + (20 + )f (1) + 2f-a(@)) = 0,

puisque f_, est solution de (E_,) sur R donc sur ]0; 4o0].

On conclut :

‘ ga est solution de (E,) sur ]0; +o0o[ ‘

1.4.2. e Supposons (fa, ga) liée.
Comme f, # 0, il existe alors A € R tel que g, = Afy.
Comme f, est continue sur R, donc en 0, on a: fo(z) — fo(0)=1.
z — 0t
Sia>0,alors go(r) =x72%f_o(x) — 400, contradiction avec go(z) = Afy(z) — A
z — 0t z — 0t

Sia<0,alors go(z) =272f_o(z) — . 0, donc 0 = Afo(0) = A, go = 0, contradiction.
0

r —r

On conclut que (fa, ga) est libre.

On a vu que f, et g, sont de classe C* sur ]0;+oo[, donc a fortiori, f, et g, sont dans
C?(J0;4o00[, R).

e D’apres le Cours, puisque (E,) est une équation différentielle linéaire du second ordre, normal-
isable sur ]0; +00[, & coefficients continus sur 'intervalle ]0; +o00[, sans second membre, I’ensemble
S, des solutions de (E,) sur |0; +o0o[ est un R-espace vectoriel de dimension 2. Comme f, et go
sont solutions de (E,) sur ]0; +oo[ et forment une famille libre, on déduit que (fa, go) est une base
de S,.

On conclut :

‘ La solution générale de (E,) sur |0;+oo[ est Afa + pga, (A u) € R? ‘




1.4.3. Soit y ;] — 00 ;0] — R de classe C?.
e Notons z :]0;+oo] — R, z — z(z) = y(—=x).
L’application z est de classe C? sur ]0; +oo[ et, pour tout = €]0;+o0] :
z(z) =y(-z), 2'(z) =-y'(-=z), =2"(z)=y"(-2),
d’olt, pour tout = €]0;+o0] :

22" (z) + 2a +1)2'(z) + z2(z) = 2y’ (—x) — 2a + 1)y'(—=x) + zy(—2)

= —((=o)y" (=) + 2o+ 1)y (-2) + (~2)y(~1) ).

Il en résulte que y est solution de (E,) sur | — 0o; 0] si et seulement si z est solution de (E,) sur
105 4-o00].

e On déduit, d’apres 1.4.2. :

‘ La solution générale de (E,) sur | —oo;0[ est : & — Afo(=7) + puga (=), (A, pn) € R? ‘

I.5.1. Puisque f, est de classe C™ sur ]0;+00[, j. est de classe C™ sur ]0;+o0[ et, pour tout
x €]0;+o00] :
ja(@) = 2% falx),  jo(z) =2 fi(2) + @z fa(x),
Ja(@) = 2 fi(x) + 2027 fo(2) + a(a = D)z fo(2),
d’ot1, pour tout z €]0; +o0] :
2%jo () + 2jo (2) + (2° = a®)ja(2)
= 22 f1(2) + 20T ! (2) + a(a— 1)z fo(2) + 22T (2) + az® fo () + 2272 fo(z) — a22® fo(2)
=22 f1(2) + (2a + D)z fL (z) + 222 fo ()
=2t (2f3(@) + (20 + DA(@) + 2fa(@)) = 0,
puisque f, est solution de (E,) sur R donc sur ]0; 4+o0].

Ceci montre :

Jja est solution sur ]0;+oo[ de : (B,) 2%y (z) + zy'(z) + (2* — a?)y(z) =0 ‘

e Le résultat précédent, valable pour tout a € R — Z, peut étre appliqué & —a a la place de «,
et montre que j_, est solution de (B_,) sur ]0;+oo[. Mais il est clair que (B_,) = (By). On
conclut :

‘ j—a est solution de (B,) sur ]0; +oo[‘




I.5.2. e Montrons que (ja,j—a) est une base du R-espace vectoriel 7, des solutions de (B,) sur
105 4-00].

Quitte a changer a en —q, puisque « # 0, on peut supposer a > 0.

Soit (A, i) € R? tel que Ajo + pj_o = 0.

Ona: jo(z) =2%fa(z) — 0 et j_o(z) =27%f_o(x) — 400, d’out =0, puis, comme

z —» 0+ ¢ — 0

Jja#0,ona: A=0.

Ceci montre que (jq,j—a) est libre.

D’apres le Cours, comme en 1.4.2.; 7, est un R-espace vectoriel de dimension 2, donc (ja,j—a) est
une base de 7,.

On conclut :

‘ La solution générale de (B,) sur ]0; +oo[ est A\jo + fi—a, (N, p) € R ‘

e Soit y ] — 00;0[ — R de classe C%. On va raisonner comme dans la solution de 1.4.3.
Notons z :]0;+0o[ — R, z — z(z) = y(—=x).
L’application z est de classe C2 sur ]0; +o0] et, pour tout z €]0;+o0] :
z(z) =y(-z), 2'(x)=-y(-=2), 2"(z)=y"(-2),
d’oli, pour tout z €]0; +oo[
222" (x) + 22’ (2) + (2% — aP)z(z) = 2%y (—z) — 2y’ (—2) + (z
= (—2)*y"(—2) + (—2)y'(=2) + ((-2)° — a®)y/(-2).

Il en résulte que y est solution de (By) sur | — 0o; 0] si et seulement si z est solution de (B,) sur
105 4-o00].

On conclut :

‘ La solution générale de (B, ) sur | —oo;0[ est : @ — Njo(—2) + pj_o(—2), (A, u) € R ‘




PARTIE I1

II.1. e Soit z € R.
Lapplication f : t —s (1 — #2)2~2 cos(xt) est continue sur [0; 1] et :

f)

—loa—1
~ (1 —¢t)*"22% 2 cosu,
t — 1

1
qui est de signe fixe au voisinage de 1. Comme o — 3 > —1, d’apres l’exemple de Riemann en 1,
et le théoréme d’équivalence pour des fonctions > 0, f est intégrable sur [0; 1], donc hy () existe.
e Notons F: Rx [0;1] — R, (z,t) — F(z,t) = (1 — 2)*~7 cos(at).

* Pour tout z € R, f(z,-) est intégrable sur [0; 1] comme on vient de le voir.

* g—i Dz, t) — (1= t2)“*%tsin(xt) existe sur R x [0; 1], est continue par rapport a z, continue
par morceaux (car continue) par rapport & t.
x On a :

V(z,8) €R x [0:1], g—i(m,t)‘ - ‘ — (1= ) ¥ tsin(zt)| < (1 - 2)0-3

et ’application ¢ : t —» (1 — t2)®~3 est continue par morceaux, > 0, intégrable sur [0;1] d’apres

I’exemple de Riemann en 1, car o — 3 > —1.

F
Ainsi, (69— vérifie ’hypothese de domination sur R x [0;1].
x

oF
* Pour tout z € R, a—(az, -) est intégrable sur [0;1[, d’apres le résultat précédent et le théoreme
x

de majoration pour des fonctions > 0.

2

F
* 5T (z,t) — — (1 —2)*"3¢% cos(xt) existe sur R x [0; 1], est continue par rapport & x et
x

continue par morceaux (car continue) par rapport a t.

* On a:

2
V(z,t) € Rx[0;1], %(w,t)‘ = ‘ — (1= 3)* 52 cos(at)| < (1 —2)*7 3,

2

donc, comme ci-dessus, vérifie I’hypothese de domination sur R x [0;1].

Era

D’apres le théoréme de dérivation sous le signe /, on déduit que h, est de classe C? sur R
T
et que, pour tout z € R :

1 1

Bl (z) = g—i(az,t) dt = —/ (1 —2)* 2tsin(zt) dt
0 0
1 92 1

i) = | %(az,t)dtz—/o (1 — £2)2=312 cos(at) dt.



I1.2.1. D’apres le résultat précédent, on a, pour tout z € R :

1 1
oh" (@) + Tha(z) = —a:/ (1—t2)a—%t2cos(xt)dt+x/ (1= 2)°=% cos(wt) dt
0 0

= x/1(1 —12)(1 — £2)*" 3 cos(xt) dt = /1(1 — 12)2F3 cos(zt) dt.

I1.2.2. Soit T € [0;1]. On a, par une intégration par parties :

T

/OT(1_t2)a+%cos(a:t) dt = [(1 = )75 sin(e)| —/OT (a+ %)(1_,:2)&—%(_21:) sin(at) dt

0
T
= (1= T2 sin(2T) + (2o + 1)/ (1—2)* 3tsin(xt) dt.
0

1
On a: (1—T2)C’+é — 0 cara+ - >0,
T —1 2
1

T
et/ (1 - 3stsin(zt)dt —s [ (1—12)* 3tsin(xt)dt = —h ().
0

T — 1/

D’ou, en faisant tendre 7" vers 1 dans le résultat précédent :
1 1
/ (1= £2)+} cos(at) dt = —(2a + 1), ().
0

En utilisant le résultat de I1.2.1., on conclut :
Ve eR, zhy(z)+ (2 +1)h (z) + zho(z) =0,

c’est-a-dire :

‘ hqa est solution de (E,) sur IR‘

I1.3. Rappelons le développement en série entiére de cos en 0, de rayon infini :

400
B (_l)nu2n
Yue ]R, COSU = T;) W

On a donc, pour tout x € R :
1 1 +o00 2
1 1 (=1)"(=t)™
ho(z) = / (1 —12)*"2 cos(zt) dt = / (1—#2)2 3 2 Ve
0 0 (,;) (2n)! )
1 ,+o0 n..2n
-1
:/ (27( ) l; (1—t2)“’%t2”) dt.

0 ‘o (2n)!

Notons, pour tout = € R fixé et tout n € N :

on (031 — R £ 1— on(t) = (_(12)#(1 _g2yedgn,



e Pour tout n € N, ¢,, est continue par morceaux, car continue, sur [0;1].

e La série de fonctions Z pn converge simplement sur R, d’apres le développement précédent.
n>0

+o00
. Z @n it — (1 —t2)* 7 cos(at) est continue par morceaux, car continue, sur [0;1[.
n=0

e On a, pour tout n € N :

1 1 n,.2n 2n 1 2n
(=) 2ya—1,2 z / 2ya—3,2 z
= ——— (1=t 2t | dt = —— 1—¢)7 2" dt = 1, .
[ el = [ |- o [ =) i (@)
1 1 1 1
Et : 0< Ii(a) = / (1—#)* 22" dt / (1 =) 2dt = I(a),
0 0
1 22n
donc : /0 lon] < (2n)!10(a).
2n
D’apres le développement en série entiere de ’exponentielle, la série de terme général @n)! con-
n)!

verge, donc, par le théoreme de majoration pour des séries a termes réels > 0, la série de terme
1
général / |on| converge.
0

D’apres le théoreme du Cours sur séries de fonctions et intégration sur un intervalle quelconque,
on peut permuter intégrale et série, d’ou :

ha(z) = /01 (gwn(ﬂ) dt = 2/01 pn(t) dt = i %In(a»

On conclut que h, est développable en série entiere en 0, de rayon infini et que :

00 n o
Vo R, hale) = % on

n=0

I1.4. D’apres 1.3.2., puisque h, est solution de (E,) sur R, paire et développable en série entiere
en0,on a: hy = he(0)fo-

I1.5. On a donc, pour tout z € R :

+oo  1\n a +oo  \n N )
o) = 3 %xm ot ha(@) = ha(0)fa(z) = ;%x n

n=0

Par unicité du développement en série entiere en 0 de hy, on déduit :
(=1)"In(a) _ (=1)"hq(0)

VReEN T T ib(a)
.  ha(0)(20)!
d’on : VneN, I,(a)= 2P, (a)’

D’autre part, comme la valeur en 0 de la somme d’une série entiere est égale & son terme constant,
on a ha(0) = Ip(a).

On conclut :

Vne N, In(a) = %]%




PARTIE IT1

IIL.1. 11 s’agit du classique calcul du laplacien en polaires.

L’application F est de classe C2 sur 10; +00[xR et, d’apres le théoreme de dérivation des fonctions
composées a plusieurs variables, on a, pour tout (r,6) €]0;+oo[xR, avec des notations classiques
abusives :

OF _0Fd: oFdy  oF 0Fds 0Fdy
or  Ox Or Oy or’ 09  0x 00 Oy 8’
On a
{ x =rcosf
y =rsinf
donc, en dérivant par rapport a chacune des deux variables r,8 :
or Jy .
5 = cosf el sin @
or . oy
%——rsm0 %—TCOSQ,
d’onl _
oF 98F +si 98F
2 T oiging
or €08 or oy
oF

F
=—r sinGa— + rcosf—

90 Oz Oy’

On réitere, en utilisant le théoreme de Schwarz pour les dérivées secondes croisées :

O°F

35 =0 o * oy or) + 9 (5,050 * 35 )
= cos208827}; + 2cosfsinf 6;;/ + sin? 08;71;
% = —rcosﬂg—i —rsinﬂ(%% + g;;;%) —rsinﬂg—j +TCOS€(§;§U% + 8;7};%)
=—r cosﬁg—i + r? sin? 0?)27}: —7r? sinﬁcosﬁaj—ay —rsin06—l; —7r? sin0c0506y28x +7? cos® 08;715.

D’ot, des termes se simplifaint et des termes se regroupant :

?F 10F  10°F _0°F O*F _

oz tiar T T e T AP

On conclut :

9?F 10F 1 8*F

V(r,0) €]0; +oo[xR, AF(’I‘COSH,T‘SinO):W St e

IT1.2.1. Puisque f # 0, il existe ro €]0;4o00[ tel que f(rg) # 0. On a alors :

VOeR, ¢(f) = ﬁﬁ(ro,o) = ﬁF(ro cos 8, o sin 8)

et il est alors clair que g est 2m-périodique.



I11.2.2. Les applications en jeu sont de classe C? et on a, pour tout (r,6) €]0;4+o0o[xR :

F(r,0) = f(r)g(6)

o) =rwe®), 20 = 1) 6)
ELw0) = "), () = f()g"6),

d’ol, en utilisant ITI.1. :

AF(rcos@,rsinf) = f"(r)g(8) + %f’(r)g(ﬁ) + r%f(r)g"(ﬁ)
et
—w?F(rcos,rsind) = —w>F(r,0) = —w>f(r)g(6),
d’ou : 1 1
f(r)g(8) + ;f'(f")g(e) + r—gf(r)g"(e) = —w’f(r)g(0),

c’est-a-dire :
(r2f"(r) +7f'(r) + w?r? f(r)) g(8) + f(r)g" (6) = 0.
Comme f # 0, il existe ro €]0;400[ tel que f(rg) # 0 et on a donc :

VOER, g¢"(0)+ (rg " (ro) + rof (ro) + w’rg f(ra)) g(8) = 0.

1
f(ro)

En notant A =

(T(Q)f”(ro) +rof(ro) + oJQTgf(TO)), on a alors :

1
f(ro)
VoeR, ¢"(6)+ \g(#) =0.
Il en résulte, en revenant & r quelconque :
V(r,0) €]0;+0o[xR, (r?f"(r) +rf'(r) +w’r® f(r))g(6) — Af(r)g(6) = 0.

Comme g # 0, il existe 6y € R tel que g(6p) # 0 et on déduit de la relation précédente, en
simplifiant par g(6p) :

Vr€)o;+oof, r2f"(r) +rf'(r) + (r’w? = \)f(r) = 0.

I11.2.3. e Si \ < 0, alors la solution générale de (ii) est g : § — Ach®@+ Bshé, (A, B) € R®.
Il est clair alors que (puisque g # 0) g n’est pas 2w-périodique, contradiction.

e Si A =0, il existe p € N tel que A = p?; il suffit de prendre p = 0.

e Supposons X > 0. La solution générale de (i7) est alors g : § — A cosv/ A0 + Bsin v\,

(A,B) € R?, ou encore g : § — C'sin (VA0 —6p)), (C,60) € R. De plus, comme g # 0, on a
C # 0. L’application ¢ est alors 2m-périodique si et seulement si VA € N, c’est-a-dire : il existe
p € N tel que A = p?.

I11.2.4. La forme générale de g est :
g:R—R 6+ g(f) = Acosh + Bsinh, (A, B)€R® —{(0,0)}, si p#0

g:R—R 0+—g0)=C, CeER", si p=0.

10



I11.3.1. Si p = 0, alors A = p? = 0, donc :
() Vr€lo;+ool, r2f"(r) +rf'(r) =0
Vr€]0;+oof, rf"(r)+ f'(r)=0

—

< JCeR Vrelo;+oo], rf'(r)=C
< JCeR Vrel0;+, f'(r)=
< 3(C,D)eR?, Vrel0;+oof, f(r)=Clnr+D.

La forme générale de f dans le cas p = 0 est donc :

f:0;+00] — R, 7+ f(r)=Clnr+ D, (C,D)cR*—{(0,0)}.

II1.3.2. On suppose ici p # 0, donc A = p > 0. Alors :
(i) <= Vrelo;+oc], r2f"(r) +rf'(r) —p*f(r) =0.

Comme le suggere ’énoncé, cherchons des solutions de cette équation différentielle de la forme
f:r—r* a€Rfixé. On a alors :

P2 ") +rf (r)=p?f(r) = rPala—1)r* 2 4rar® ™t —pir® = (a(a—1) +a—p2)rc’ = (a®—p*H)r~.

Les fonctions @i, @2 :]0;+oo[ —> R définies par p1(r) = rP et p2(r) = r P sont solutions de
I’équation différentielle envisagée et il est immédiat que ces deux fonctions forment une famille
libre.

Cette équation différentielle étant linéaire du second ordre, sans second membre, normalisable, &
coefficients continus sur l'intervalle ]0 ; +00[, d’aprées le Cours, la solution générale est de la forme :

Aoy + Asipa, (A1, As) € R,

La forme générale de f est donc, dans le cas p # 0 :
f:0;400[ — R, r+— Ar® + Br 7, (4,B) € R* —{(0,0)}.

IT1.4. On suppose ici w # 0, donc (cf. énoncé) w > 0.

On note f;:J0;4+00] — R, 7 +— fi(r) = f(g)

L’application f; est de classe C? sur ]0; +oo[ et, pour tout r €]0;+o00] :

A =15, Am=1r0). e =—m(h),
d’ou :
PRE)+TAE) + 0 =R = () (S) + 0= 0(5)

w
=S (5)+ L0+ () -0)a(5) =0
d’apres (i) en le point 5

On conclut que f; est solution de (B)) sur ]0; +oo].
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