
Corrig�e de CCP PC 2006 Math�ematiques 2PARTIE II.1. Si n > 1; on a : Pn(m) = (m+ 1) � � � (m+ n) = (m+ n)!m! ;et 
ette formule est aussi valable pour n = 0; 
ar alors P0(m) = 1 = m!m! :I.2. Soit x 2 R: Comme, pour tout n 2 N; Pn(�) 6= 0; la fra
tion (�1)nx2n22nn!Pn(�) existe.Supposons x 6= 0; et notons, pour tout n 2 N : un(x) = (�1)nx2n22nn!Pn(�) : On a un(x) 6= 0 et :jun+1(x)jjun(x)j = x2jPn(�)j22(n+ 1)jPn+1(�)j = x24(n+ 1)j�+ n+ 1j �!n1 0;don
, d'apr�es le th�eor�eme de D'Alembert, la s�erie num�erique Xn>0un(x) est absolument 
onvergente,don
 
onvergente.Le 
as x = 0 est d'�etude imm�ediate.Ce
i montre que, pour tout x 2 R; f�(x) existe, autrement dit :D�ef (f�) = RI.3.1. L'appli
ation f� est la somme d'une s�erie enti�ere de rayon in�ni d'apr�es I.2., don
 f� est de
lasse C1 sur R et on peut d�eriver terme �a terme, d'o�u, pour tout x 2 R :f�(x) = +1Xn=0 (�1)nx2n22nn!Pn(�) ; f 0�(x) = +1Xn=1 (�1)n2nx2n�122nn!Pn(�) ; f 00�(x) = +1Xn=1 (�1)n2n(2n� 1)x2n�222nn!Pn(�) :On a don
, pour tout x 2 R : xf 00�(x) + (2�+ 1)f 0�(x) + xf�(x)= +1Xn=1 (�1)n2n(2n� 1)x2n�122nn!Pn(�) + +1Xn=1 (�1)n2nx2n�122nn!Pn(�) + +1Xn=0 (2�+ 1)(�1)nx2n+122nn!Pn(�)= +1Xn=1 (�1)n2n(2n� 1)x2n�122nn!Pn(�) + +1Xn=1 (�1)n2nx2n�122nn!Pn(�) + +1Xn=1 (2�+ 1)(�1)n�1x2n�122n�2(n� 1)!Pn�1(�)= +1Xn=1 (�1)n22nn!Pn(�)�2n(2n� 1) + (2�+ 1)2n� 4n(�+ n)�x2n�1 = 0:Ce
i montre : f� est solution de (E�) sur R
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I.3.2. R�e
iproquement, soit y une solution de (E�), paire et d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0.Notons R le rayon de 
ette s�erie enti�ere, R 2 ℄0 ; +1℄; et y(x) = +1Xn=0 anx2n; pour tout x 2 ℄�R ;R[:D'apr�es le Cours, l'appli
ation y est d�erivable sur ℄�R ;R[ et on peut d�eriver terme �a terme, d'o�u,pour tout x 2 ℄�R ;R[ :y(x) = +1Xn=0 anx2n; y0(x) = +1Xn=1 2nanx2n�1; y00(x) = +1Xn=1 2n(2n� 1)anx2n�2:On a, pour tout x 2 ℄�R ;R[ : xy00(x) + (2�+ 1)y0(x) + xy(x)= +1Xn=1 2n(2n� 1)anx2n�1 + +1Xn=1(2�+ 1)2nanx2n�1 + +1Xn=0 anx2n+1= +1Xn=1 2n(2n� 1)anx2n�1 + +1Xn=1(2�+ 1)2nanx2n�1 + +1Xn=1 an�1x2n�1= +1Xn=1�2n(2n� 1)an + (2�+ 1)2nan + an�1�x2n�1 = +1Xn=1 �4n(�+ n)an + an�1�x2n�1:Par uni
it�e du d�eveloppement en s�erie enti�ere en 0 de la fon
tion nulle, on d�eduit :8n > 1; 4n(�+ n) + an�1 = 0:Puisque � =2 Z�� on a, pour tout n > 1; �+ n 6= 0; d'o�u : 8n > 1; an = � an�14n(�+ n) :On d�eduit, en r�eit�erant ou par une r�e
urren
e imm�ediate :an = �14n(�+ n)an�1 = �14n(�+ n) �14(n� 1)(�+ n� 1)an�2= � � � = �14n(�+ n) � � � �14 � 1 � (�+ 1)a0 = (�1)n4nn!Pn(�)a0:De plus, a0 = y(0); 
ar la somme de la s�erie enti�ere en 0 est �egale au terme 
onstant de 
ette s�erieenti�ere.On a don
 : 8n 2 N� ; an = (�1)n22nn!Pn(�)y(0); d'o�u, pour tout x 2 ℄�R ;R[ :y(x) = +1Xn=0anx2n = +1Xn=0 (�1)n22nn!Pn(�)y(0)x2n = y(0)f�(x):En�n, 
omme la s�erie enti�ere d�e�nissant f� est de rayon in�ni, la s�erie enti�ere d�e�nissant y estaussi de rayon in�ni et on 
on
lut : y = y(0)f�:Remarque : L'ensemble des solutions de (E�), paires et d�eveloppables en s�erie enti�ere en 0, estun R-espa
e ve
toriel de dimension 1, 
'est la droite ve
torielle engendr�ee par f�:2



I.4.1. Puisque � =2 Z; on a �� =2 Z��; don
 f�� est d�e�nie, puis g� est 
orre
tement d�e�nie.Puisque f�� est de 
lasse C1 sur R; don
 sur ℄0 ;+1[; g� est de 
lasse C1 sur ℄0 ;+1[ et, pourtout x 2 ℄0 ; +1[ : g�(x) = x�2�f��(x);g0�(x) = x�2�f 0��(x)� 2�x�2��1f��(x);g00�(x) = x�2�f 00��(x)� 4�x�2��1f 0��(x) + 2�(2�+ 1)x�2��2f��(x);d'o�u, pour tout x 2 ℄0 ; +1[ : xg00�(x) + (2�+ 1)g0�(x) + xg�(x)= x�2�+1f 00��(x)� 4�x�2�f 0��(x) + 2�(2�+ 1)x�2��1f��(x)+(2�+ 1)x�2�f 0��(x) � 2�(2�+ 1)x�2��1f��(x) + x�2�+1f��(x)= x�2�+1f 00��(x) + (�2�+ 1)x�2�f 0��(x) + x�2�+1f��(x)= x�2��xf 00��(x) + (�2�+ 1)f 0��(x) + xf��(x)� = 0;puisque f�� est solution de (E��) sur R don
 sur ℄0 ;+1[:On 
on
lut : g� est solution de (E�) sur ℄0 ;+1[I.4.2. � Supposons (f�; g�) li�ee.Comme f� 6= 0; il existe alors � 2 R tel que g� = �f�:Comme f� est 
ontinue sur R; don
 en 0, on a : f�(x) �!x �! 0+ f�(0) = 1:Si � > 0; alors g�(x) = x�2�f��(x) �!x �! 0+ +1; 
ontradi
tion ave
 g�(x) = �f�(x) �!x �! 0+ �:Si � < 0; alors g�(x) = x�2�f��(x) �!x �! 0+ 0; don
 0 = �f�(0) = �; g� = 0; 
ontradi
tion.On 
on
lut que (f�; g�) est libre.On a vu que f� et g� sont de 
lasse C1 sur ℄0 ;+1[; don
 a fortiori, f� et g� sont dansC2(℄0 ;+1[;R):� D'apr�es le Cours, puisque (E�) est une �equation di��erentielle lin�eaire du se
ond ordre, normal-isable sur ℄0 ;+1[; �a 
oeÆ
ients 
ontinus sur l'intervalle ℄0 ;+1[, sans se
ond membre, l'ensembleS� des solutions de (E�) sur ℄0 ;+1[ est un R-espa
e ve
toriel de dimension 2. Comme f� et g�sont solutions de (E�) sur ℄0 ;+1[ et forment une famille libre, on d�eduit que (f�; g�) est une basede S�:On 
on
lut : La solution g�en�erale de (E�) sur ℄0 ;+1[ est �f� + �g�; (�; �) 2 R2
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I.4.3. Soit y :℄�1 ; 0[ �! R de 
lasse C2:� Notons z :℄0 ; +1[ �! R; x 7�! z(x) = y(�x):L'appli
ation z est de 
lasse C2 sur ℄0 ;+1[ et, pour tout x 2 ℄0 ; +1[ :z(x) = y(�x); z0(x) = �y0(�x); z00(x) = y00(�x);d'o�u, pour tout x 2 ℄0 ; +1[ :xz00(x) + (2�+ 1)z0(x) + xz(x) = xy00(�x)� (2�+ 1)y0(�x) + xy(�x)= ��(�x)y00(�x) + (2�+ 1)y0(�x) + (�x)y(�x)�:Il en r�esulte que y est solution de (E�) sur ℄�1 ; 0[ si et seulement si z est solution de (E�) sur℄0 ;+1[:� On d�eduit, d'apr�es I.4.2. :La solution g�en�erale de (E�) sur ℄�1 ; 0[ est : x 7�! �f�(�x) + �g�(�x); (�; �) 2 R2I.5.1. Puisque f� est de 
lasse C1 sur ℄0 ;+1[; j� est de 
lasse C1 sur ℄0 ;+1[ et, pour toutx 2 ℄0 ; +1[ : j�(x) = x�f�(x); j0�(x) = x�f 0�(x) + �x��1f�(x);j00�(x) = x�f 00�(x) + 2�x��1f 0�(x) + �(�� 1)x��2f�(x);d'o�u, pour tout x 2 ℄0 ; +1[ : x2j00�(x) + xj0�(x) + (x2 � �2)j�(x)= x�+2f 00�(x)+2�x�+1f 0�(x)+�(��1)x�f�(x)+x�+1f 0�(x)+�x�f�(x)+x�+2f�(x)��2x�f�(x)= x�+2f 00�(x) + (2�+ 1)x�+1f 0�(x) + x�+2f�(x)= x�+1�xf 00�(x) + (2�+ 1)f 0�(x) + xf�(x)� = 0;puisque f� est solution de (E�) sur R don
 sur ℄0 ;+1[:Ce
i montre :j� est solution sur ℄0 ;+1[ de : (B�) x2y00(x) + xy0(x) + (x2 � �2)y(x) = 0� Le r�esultat pr�e
�edent, valable pour tout � 2 R � Z; peut être appliqu�e �a �� �a la pla
e de �,et montre que j�� est solution de (B��) sur ℄0 ;+1[: Mais il est 
lair que (B��) = (B�): On
on
lut : j�� est solution de (B�) sur ℄0 ;+1[
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I.5.2. � Montrons que (j�; j��) est une base du R-espa
e ve
toriel T� des solutions de (B�) sur℄0 ;+1[:Quitte �a 
hanger � en ��; puisque � 6= 0; on peut supposer � > 0:Soit (�; �) 2 R2 tel que �j� + �j�� = 0:On a : j�(x) = x�f�(x) �!x �! 0+ 0 et j��(x) = x��f��(x) �!x �! 0+1; d'o�u � = 0; puis, 
ommej� 6= 0; on a : � = 0:Ce
i montre que (j�; j��) est libre.D'apr�es le Cours, 
omme en I.4.2., T� est un R-espa
e ve
toriel de dimension 2, don
 (j�; j��) estune base de T�:On 
on
lut : La solution g�en�erale de (B�) sur ℄0 ;+1[ est �j� + �j��; (�; �) 2 R2� Soit y :℄�1 ; 0[ �! R de 
lasse C2. On va raisonner 
omme dans la solution de I.4.3.Notons z :℄0 ; +1[ �! R; x 7�! z(x) = y(�x):L'appli
ation z est de 
lasse C2 sur ℄0 ;+1[ et, pour tout x 2 ℄0 ; +1[ :z(x) = y(�x); z0(x) = �y(�x); z00(x) = y00(�x);d'o�u, pour tout x 2 ℄0 ; +1[x2z00(x) + xz0(x) + (x2 � �2)z(x) = x2y00(�x)� xy0(�x) + (x2 � �2)y(�x)= (�x)2y00(�x) + (�x)y0(�x) + �(�x)2 � �2�y0(�x):Il en r�esulte que y est solution de (B�) sur ℄�1 ; 0[ si et seulement si z est solution de (B�) sur℄0 ;+1[:On 
on
lut :La solution g�en�erale de (B�) sur ℄�1 ; 0[ est : x 7�! �j�(�x) + �j��(�x); (�; �) 2 R2
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PARTIE IIII.1. � Soit x 2 R:L'appli
ation f : t 7�! (1� t2)�� 12 
os(xt) est 
ontinue sur [0 ; 1[ et :f(t) �t �! 1(1� t)�� 12 2�� 12 
osx;qui est de signe �xe au voisinage de 1. Comme �� 12 > �1; d'apr�es l'exemple de Riemann en 1;et le th�eor�eme d'�equivalen
e pour des fon
tions > 0; f est int�egrable sur [0 ; 1[; don
 h�(x) existe.� Notons F : R � [0 ; 1[ �! R; (x; t) 7�! F (x; t) = (1� t2)�� 12 
os(xt):� Pour tout x 2 R; f(x; �) est int�egrable sur [0 ; 1[ 
omme on vient de le voir.� �F�x : (x; t) 7�! (1� t2)�� 12 t sin(xt) existe sur R � [0 ; 1[; est 
ontinue par rapport �a x, 
ontinuepar mor
eaux (
ar 
ontinue) par rapport �a t.� On a : 8 (x; t) 2 R � [0 ; 1[; ����F�x (x; t)��� = ���� (1� t2)�� 12 t sin(xt)��� 6 (1� t2)�� 12et l'appli
ation ' : t 7�! (1� t2)�� 12 est 
ontinue par mor
eaux, > 0; int�egrable sur [0 ; 1[ d'apr�esl'exemple de Riemann en 1; 
ar �� 12 > �1:Ainsi, �F�x v�eri�e l'hypoth�ese de domination sur R � [0 ; 1[:� Pour tout x 2 R; �F�x (x; �) est int�egrable sur [0 ; 1[; d'apr�es le r�esultat pr�e
�edent et le th�eor�emede majoration pour des fon
tions > 0:� �2F�x2 : (x; t) 7�! � (1� t2)�� 12 t2 
os(xt) existe sur R � [0 ; 1[; est 
ontinue par rapport �a x et
ontinue par mor
eaux (
ar 
ontinue) par rapport �a t.� On a : 8 (x; t) 2 R � [0 ; 1[; ����2F�x2 (x; t)��� = ���� (1� t2)�� 12 t2 
os(xt)��� 6 (1� t2)�� 12 ;don
, 
omme 
i-dessus, �2F�x2 v�eri�e l'hypoth�ese de domination sur R � [0 ; 1[:D'apr�es le th�eor�eme de d�erivation sous le signe ZI , on d�eduit que h� est de 
lasse C2 sur Ret que, pour tout x 2 R :h0�(x) = Z 10 �F�x (x; t) dt = � Z 10 (1� t2)�� 12 t sin(xt) dth00�(x) = Z 10 �2F�x2 (x; t) dt = � Z 10 (1� t2)�� 12 t2 
os(xt) dt:
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II.2.1. D'apr�es le r�esultat pr�e
�edent, on a, pour tout x 2 R :xh00�(x) + xh�(x) = �x Z 10 (1� t2)�� 12 t2 
os(xt) dt+ x Z 10 (1� t2)�� 12 
os(xt) dt= x Z 10 (1� t2)(1� t2)�� 12 
os(xt) dt = Z 10 (1� t2)�+ 12 
os(xt) dt:II.2.2. Soit T 2 [0 ; 1[: On a, par une int�egration par parties :Z T0 (1� t2)�+ 12 
os(xt) dt = h(1� t2)�+ 12 sin(xt)iT0 � Z T0 ��+ 12�(1� t2)�� 12 (�2t) sin(xt) dt= (1� T 2)�+ 12 sin(xT ) + (2�+ 1) Z T0 (1� t2)�� 12 t sin(xt) dt:On a : (1� T 2)�+ 12 �!T �! 1 0 
ar �+ 12 > 0;et Z T0 (1� t2)�� 12 t sin(xt) dt �!T �! 1Z 10 (1� t2)�� 12 t sin(xt) dt = �h0�(x):D'o�u, en faisant tendre T vers 1 dans le r�esultat pr�e
�edent :Z 10 (1� t2)�+ 12 
os(xt) dt = �(2�+ 1)h0�(x):En utilisant le r�esultat de II.2.1., on 
on
lut :8x 2 R; xh00�(x) + (2�+ 1)h0�(x) + xh�(x) = 0;
'est-�a-dire : h� est solution de (E�) sur RII.3. Rappelons le d�eveloppement en s�erie enti�ere de 
os en 0, de rayon in�ni :8u 2 R; 
osu = +1Xn=0 (�1)nu2n(2n)! :On a don
, pour tout x 2 R :h�(x) = Z 10 (1� t2)�� 12 
os(xt) dt = Z 10 (1� t2)�� 12� +1Xn=0 (�1)n(xt)2n(2n)! �dt= Z 10 � +1Xn=0 (�1)nx2n(2n)! (1� t2)�� 12 t2n�dt:Notons, pour tout x 2 R �x�e et tout n 2 N :'n : [0 ; 1[ �! R; t 7�! 'n(t) = (�1)nx2n(2n)! (1� t2)�� 12 t2n:
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� Pour tout n 2 N; 'n est 
ontinue par mor
eaux, 
ar 
ontinue, sur [0 ; 1[.� La s�erie de fon
tions Xn>0'n 
onverge simplement sur R, d'apr�es le d�eveloppement pr�e
�edent.� +1Xn=0'n : t 7�! (1� t2)�� 12 
os(xt) est 
ontinue par mor
eaux, 
ar 
ontinue, sur [0 ; 1[:� On a, pour tout n 2 N :Z 10 j'nj = Z 10 ���(�1)nx2n(2n)! (1� t2)�� 12 t2n��� dt = x2n(2n)! Z 10 (1� t2)�� 12 t2n dt = x2n(2n)!In(�):Et : 0 6 In(�) = Z 10 (1� t2)�� 12 t2n dt 6 Z 10 (1� t2)�� 12 dt = I0(�);don
 : Z 10 j'nj 6 x2n(2n)!I0(�):D'apr�es le d�eveloppement en s�erie enti�ere de l'exponentielle, la s�erie de terme g�en�eral x2n(2n)! 
on-verge, don
, par le th�eor�eme de majoration pour des s�eries �a termes r�eels > 0; la s�erie de termeg�en�eral Z 10 j'nj 
onverge.D'apr�es le th�eor�eme du Cours sur s�eries de fon
tions et int�egration sur un intervalle quel
onque,on peut permuter int�egrale et s�erie, d'o�u :h�(x) = Z 10 � +1Xn=0'n(t)� dt = +1Xn=0 Z 10 'n(t) dt = +1Xn=0 (�1)nx2n(2n)! In(�):On 
on
lut que h� est d�eveloppable en s�erie enti�ere en 0, de rayon in�ni et que :8x 2 R; h�(x) = +1Xn=0 (�1)nIn(�)(2n)! x2n:II.4. D'apr�es I.3.2., puisque h� est solution de (E�) sur R; paire et d�eveloppable en s�erie enti�ereen 0; on a : h� = h�(0)f�:II.5. On a don
, pour tout x 2 R :h�(x) = +1Xn=0 (�1)nIn(�)(2n)! x2n et h�(x) = h�(0)f�(x) = +1Xn=0 (�1)nh�(0)22nn!Pn(�) x2n:Par uni
it�e du d�eveloppement en s�erie enti�ere en 0 de h�; on d�eduit :8n 2 N; (�1)nIn(�)(2n)! = (�1)nh�(0)22nn!Pn(�) ;d'o�u : 8n 2 N; In(�) = h�(0)(2n)!22nn!Pn(�) :D'autre part, 
omme la valeur en 0 de la somme d'une s�erie enti�ere est �egale �a son terme 
onstant,on a h�(0) = I0(�):On 
on
lut : 8n 2 N; In(�) = I0(�)(2n)!22nn!Pn(�)8



PARTIE IIIIII.1. Il s'agit du 
lassique 
al
ul du lapla
ien en polaires.L'appli
ation eF est de 
lasse C2 sur ℄0 ;+1[�R et, d'apr�es le th�eor�eme de d�erivation des fon
tions
ompos�ees �a plusieurs variables, on a, pour tout (r; �) 2 ℄0 ; +1[�R; ave
 des notations 
lassiquesabusives : � eF�r = �F�x �x�r + �F�y �y�r ; � eF�� = �F�x �x�� + �F�y �y�� :On a : �x = r 
os �y = r sin �don
, en d�erivant par rapport �a 
ha
une des deux variables r; � :8>><>>: �x�r = 
os ��x�� = �r sin � 8>><>>: �y�r = sin ��y�� = r 
os �;d'o�u : 8>>>><>>>>: � eF�r = 
os ��F�x + sin ��F�y� eF�� = �r sin ��F�x + r 
os ��F�y :On r�eit�ere, en utilisant le th�eor�eme de S
hwarz pour les d�eriv�ees se
ondes 
rois�ees :�2 eF�r2 = 
os ���2F�x2 �x�r + �2F�x�y �y�r�+ sin �� �2F�y�x �x�r + �2F�y2 �y�r�= 
os2 � �2F�x2 + 2 
os � sin � �2F�x�y + sin2 ��2F�y2�2 eF��2 = �r 
os ��F�x � r sin ���2F�x2 �x�� + �2F�x�y �y���� r sin ��F�y + r 
os �� �2F�y�x �x�� + �2F�y2 �y���= �r 
os ��F�x + r2 sin2 ��2F�x2 � r2 sin � 
os � �2F�x�y � r sin ��F�y � r2 sin � 
os � �2F�y�x + r2 
os2 ��2F�y2 :D'o�u, des termes se simplifaint et des termes se regroupant :�2 eF�r2 + 1r � eF�r + 1r2 �2 eF��2 = �2F�x2 + �2F�y2 = �F:On 
on
lut : 8 (r; �) 2 ℄0 ; +1[�R; �F (r 
os �; r sin �) = �2 eF�r2 + 1r � eF�r + 1r2 �2 eF��2III.2.1. Puisque f 6= 0; il existe r0 2 ℄0 ; +1[ tel que f(r0) 6= 0: On a alors :8 � 2 R; g(�) = 1f(r0) eF (r0; �) = 1f(r0)F (r0 
os �; r0 sin �)et il est alors 
lair que g est 2�-p�eriodique. 9



III.2.2. Les appli
ations en jeu sont de 
lasse C2 et on a, pour tout (r; �) 2 ℄0 ; +1[�R :eF (r; �) = f(r)g(�)� eF�r (r; �) = f 0(r)g(�); � eF�� (r; �) = f(r)g0(�)�2 eF�r2 (r; �) = f 00(r)g(�); �2 eF��2 (r; �) = f(r)g00(�);d'o�u, en utilisant III.1. :�F (r 
os �; r sin �) = f 00(r)g(�) + 1r f 0(r)g(�) + 1r2 f(r)g00(�)et �!2F (r 
os �; r sin �) = �!2 eF (r; �) = �!2f(r)g(�);d'o�u : f 00(r)g(�) + 1r f 0(r)g(�) + 1r2 f(r)g00(�) = �!2f(r)g(�);
'est-�a-dire : �r2f 00(r) + rf 0(r) + !2r2f(r)�g(�) + f(r)g00(�) = 0:Comme f 6= 0; il existe r0 2 ℄0 ; +1[ tel que f(r0) 6= 0 et on a don
 :8 � 2 R; g00(�) + 1f(r0)�r20f 00(r0) + r0f(r0) + !2r20f(r0)�g(�) = 0:En notant � = 1f(r0)�r20f 00(r0) + r0f(r0) + !2r20f(r0)�; on a alors :8 � 2 R; g00(�) + �g(�) = 0:Il en r�esulte, en revenant �a r quel
onque :8 (r; �) 2 ℄0 ; +1[�R; �r2f 00(r) + rf 0(r) + !2r2f(r)�g(�)� �f(r)g(�) = 0:Comme g 6= 0; il existe �0 2 R tel que g(�0) 6= 0 et on d�eduit de la relation pr�e
�edente, ensimpli�ant par g(�0) :8 r 2 ℄0 ; +1[; r2f 00(r) + rf 0(r) + (r2!2 � �)f(r) = 0:III.2.3. � Si � < 0; alors la solution g�en�erale de (ii) est g : � 7�! A 
h � +B sh �; (A;B) 2 R2 :Il est 
lair alors que (puisque g 6= 0) g n'est pas 2�-p�eriodique, 
ontradi
tion.� Si � = 0; il existe p 2 N tel que � = p2; il suÆt de prendre p = 0:� Supposons � > 0: La solution g�en�erale de (ii) est alors g : � 7�! A 
osp�� +B sinp��;(A;B) 2 R2 ; ou en
ore g : � 7�! C sin �p�(� � �0)�; (C; �0) 2 R2 : De plus, 
omme g 6= 0; on aC 6= 0: L'appli
ation g est alors 2�-p�eriodique si et seulement si p� 2 N; 
'est-�a-dire : il existep 2 N tel que � = p2:III.2.4. La forme g�en�erale de g est :g : R �! R; � 7�! g(�) = A 
os � +B sin �; (A;B) 2 R2 � f(0; 0)g; si p 6= 0g : R �! R; � 7�! g(�) = C; C 2 R� ; si p = 0:10



III.3.1. Si p = 0; alors � = p2 = 0; don
 :(i) 8 r 2 ℄0 ; +1[; r2f 00(r) + rf 0(r) = 0() 8 r 2 ℄0 ; +1[; rf 00(r) + f 0(r) = 0() 9C 2 R; 8 r 2 ℄0 ; +1[; rf 0(r) = C() 9C 2 R; 8 r 2 ℄0 ; +1[; f 0(r) = Cr() 9 (C;D) 2 R2 ; 8 r 2 ℄0 ; +1[; f(r) = C ln r +D:La forme g�en�erale de f dans le 
as p = 0 est don
 :f :℄0 ; +1[ �! R; r 7�! f(r) = C ln r +D; (C;D) 2 R2 � f(0; 0)g:III.3.2. On suppose i
i p 6= 0; don
 � = p2 > 0: Alors :(i) () 8 r 2 ℄0 ; +1[; r2f 00(r) + rf 0(r) � p2f(r) = 0:Comme le sugg�ere l'�enon
�e, 
her
hons des solutions de 
ette �equation di��erentielle de la formef : r 7�! r�; � 2 R �x�e. On a alors :r2f 00(r)+rf 0(r)�p2f(r) = r2�(��1)r��2+r�r��1�p2r� = ��(��1)+��p2�r� = (�2�p2)r�:Les fon
tions '1; '2 :℄0 ; +1[ �! R d�e�nies par '1(r) = rp et '2(r) = r�p sont solutions del'�equation di��erentielle envisag�ee et il est imm�ediat que 
es deux fon
tions forment une famillelibre.Cette �equation di��erentielle �etant lin�eaire du se
ond ordre, sans se
ond membre, normalisable, �a
oeÆ
ients 
ontinus sur l'intervalle ℄0 ;+1[; d'apr�es le Cours, la solution g�en�erale est de la forme :A1'1 +A2'2; (A1; A2) 2 R2 :La forme g�en�erale de f est don
, dans le 
as p 6= 0 :f :℄0 ; +1[ �! R; r 7�! Arp +Br�p; (A;B) 2 R2 � f(0; 0)g:III.4. On suppose i
i ! 6= 0; don
 (
f. �enon
�e) ! > 0:On note f1 :℄0 ; +1[ �! R; r 7�! f1(r) = f� r!�:L'appli
ation f1 est de 
lasse C2 sur ℄0 ;+1[ et, pour tout r 2 ℄0 ; +1[ :f1(r) = f� r!�; f 01(r) = 1!f 0� r!�; f 001 (r) = 1!2 f 00� r!�;d'o�u : r2f 001 (r) + rf 01(r) + (r2 � p2)f1(r) = r2!2 f 00� r!�+ r! f 0� r!�+ (r2 � �)f� r!�= r2!2 f 00� r!�+ r!f 0� r!�+ �� r!�2!2 � ��f� r!� = 0;d'apr�es (i) en le point r! :On 
on
lut que f1 est solution de (Bp) sur ℄0 ;+1[:� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �11


