
Préparation à l’agrégation interne de mathématiques

Jean-Marie MONIER

Corrigé de la 2ème épreuve 2003

On note plus simplement `2 au lieu de `2(Z), et `2C au lieu de `2C(Z).

I.

1. C’est un résultat du cours, l’égalité du parallélogramme dans un espace préhilbertien réel (ou complexe).
Rappelons la démonstration :

||u+ v||2 + ||u− v||2 =
(
||u||2 + 2 < u , v > +||v||2

)
+
(
||u||2 − 2 < u , v > +||v||2

)
= 2(||u||2 + ||v||2).

2.a) Soit
(
v(n)

)
n>0

une suite de Cauchy dans `2.

Soit ε > 0 fixé. Il existe N(ε) ∈ N tel que :

∀n > N(ε), ∀ l > N(ε), ||v(n)− v(l)|| 6 ε.

On a, pour tout k ∈ Z et tous n, l > N(ε), :

∣∣v(n)k − v(l)k
∣∣ 6 (∑

k∈Z

(
v(n)k − v(l)k

)2) 1
2

= ||v(n)− v(l)|| 6 ε.

2.b) Soit k ∈ Z. D’après a) :

∀ ε > 0, ∃N(ε) ∈ N, ∀n, l > N(ε),
∣∣v(n)k − v(l)k

∣∣ 6 ε.

C’est dire, par définition, que la suite réelle
(
v(n)k

)
n∈N est de Cauchy. Comme R est complet, cette suite

de Cauchy converge vers un réel, noté vk :

∀ k ∈ Z, v(n)k −→
n∞

vk.

2.c) Puisque v
(
N(ε)

)
∈ `2, les séries

∑
k60

(
v
(
N(ε)

)
k

)2 et
∑
k>1

(
v
(
N(ε)

)
k

)2 convergent. Il existe donc K ∈ N

tel que : ∑
|k|>K

(
v
(
N(ε)

)
k

)2
6 ε2,

et donc : [ ∑
|k|>K

(
v
(
N(ε)

)
k

)2] 1
2

6 ε.

2.d) L’entier K a été fixé en c). Soit L ∈ N tel que L > K. D’après 2., on a, en remplaçant l par N(ε) :

||v(n)− v
(
N(ε)

)
|| 6 ε.
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On a alors :[ ∑
K6|k|6L

(
v(n)k − v

(
N(ε)

)
k

)2] 1
2

6
[∑
k∈Z

(
v(n)k − v

(
N(ε)

)
k

)2] 1
2

= ||v(n)− v
(
N(ε)

)
|| 6 ε.

On déduit, en faisant tendre l’entier n vers l’infini, par théorème sur la limite d’une somme d’un nombre
fini fixé de suites : [ ∑

K6|k|6L

(
vk − v

(
N(ε)

)
k

)2] 1
2

6 ε.

On applique alors l’inégalité triangulaire usuelle dans Rd (où d désigne le nombre de termes de la somme) :[ ∑
K6|k|6L

v2
k

] 1
2

=
[ ∑
K6|k|6L

((
vk − v

(
N(ε)

)
k

+ v
(
N(ε)

)
k

)2] 1
2

6
[ ∑
K6|k|6L

(
vk − v

(
N(ε)

)2
k

] 1
2

+
[ ∑
K6|k|6L

v
(
N(ε)

)2
k

] 1
2

6
[ ∑
K6|k|6L

(
vk − v

(
N(ε)

)2
k

] 1
2

+
[ ∑
K6|k|

v
(
N(ε)

)2
k

] 1
2

6 ε+ ε = 2ε 6 3ε.

2.e) • D’après d) :

∀ ε > 0, ∃K ∈ N, ∀L > K, ∀M > L,
[ ∑
L6|k|6M

v2
k

] 1
2

6
[ ∑
K6|k|6M

v2
k

] 1
2

6 2ε.

Ainsi, les séries
∑
k60

v2
k et

∑
k>1

v2
k sont de Cauchy. Comme R est complet, ces deux séries convergent, et

donc : v ∈ `2.

• D’après 2., pour tout p ∈ N :

∀n > N(ε),∀ l > N(ε),
[ ∑
|k|6p

(
v(n)k − v(l)k

)2] 1
2

6
[∑
k∈Z

(
v(n)k − v(l)k

)2] 1
2

6 ε,

d’où, en faisant tendre l’entier l vers l’infini, par théorème sur la limite d’une somme d’un nombre fini
fixé de suites : [ ∑

|k|6p

(
v(n)k − vk

)2] 1
2

6 ε.

Il en résulte v(n) − v ∈ `2 (ce qu’on savait déjà car v(n) ∈ `2, v ∈ `2, et `2 est un R-espace vectoriel)
et, en faisant tendre l’entier p vers l’infini :

||v(n)− v|| =
[∑
k∈Z

(
v(n)k − vk

)2] 1
2

6 ε.

Ceci montre ||v(n)− v|| −→
n∞

0, autrement dit : v(n) −→
n∞

v dans `2.

On vient de montrer que toute suite de Cauchy de `2 converge dans `2, c’est-à-dire :

`2 est complet pour ||.||
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3.a) Soient C un sous-ensemble non vide, fermé, convexe de `2, et
(
v(n)

)
n>0

une suite dans C telle que :

||v(n)|| −→
n∞

d,

où d = Inf
{
||v|| ; v ∈ C

}
. Il est clair qu’une telle suite existe.

Soient n, l ∈ N. On a, en utilisant 1. :∣∣∣∣∣∣1
2
(
v(n)− v(l)

)∣∣∣∣∣∣2 =
1
2
(
||v(n||2 + ||v(l)||2

)
−
∣∣∣∣∣∣1

2
(
v(n) + v(l)

)∣∣∣∣∣∣2.
Comme C est convexe et que

(
v(n), v(`)

)
∈ C2, on a

1
2
(
v(n) + v(l)

)
∈ C, et donc

∣∣∣∣∣∣1
2
(
v(n) + v(l)

)∣∣∣∣∣∣ > d,

d’où : ∣∣∣∣∣∣1
2
(
v(n)− v(l)

)∣∣∣∣∣∣2 6
1
2
(
||v(n||2 + ||v(l)||2

)
− d2.

3.b) Existence :

Soit ε > 0 fixé. Puisque ||v(n)|| −→
n∞

d, il existe N(ε) ∈ N tel que :

∀n > N(ε), ||v(n)||2 − d2 6 ε2.

On a alors, pour tout n > N(ε) et tout l > N(ε) :

1
2
(
||v(n)||2 + ||v(l)||2

)
− d2 =

1
2
(
||v(n)||2 − d2

)
+

1
2
(
||v(l)||2 − d2

)
6

1
2
ε2 +

1
2
ε2 = ε2,

d’où, en utilisant a) : ∣∣∣∣∣∣1
2
(
v(n)− v(l)

)∣∣∣∣∣∣2 6 ε2,

et donc :
||v(n)− v(l)|| 6 2ε.

Ceci montre que la suite
(
v(n)

)
n>0

est de Cauchy dans `2.

Comme `2 est complet (d’après 2.), la suite
(
v(n)

)
n>0

converge vers un élément v de `2.

De plus,
(
v(n)

)
n>0

est à termes dans C et C est fermé, donc v ∈ C. Comme ||v(n)|| −→
n∞

d, et que

||v(n)|| −→
n∞
||v||, on a : ||v|| = d.

Ainsi, il existe un élément v de C tel que ||v|| = d.

Unicité :

Soient v, w ∈ C tels que : ||v|| = ||w|| = d. On a, d’après 1. :∣∣∣∣∣∣1
2

(v − w)
∣∣∣∣∣∣2 =

1
2
(
||v||2 + ||w||2

)
−
∣∣∣∣∣∣1

2
(v + w)

∣∣∣∣∣∣2 = d2 −
∣∣∣∣∣∣1

2
(v + w)

∣∣∣∣∣∣2.
Comme C est convexe et que (v, w) ∈ C2, on a

1
2

(v + w) ∈ C, et donc
∣∣∣∣∣∣1

2
(v + w)

∣∣∣∣∣∣2 > d2, d’où :

∣∣∣∣∣∣1
2

(v − w)
∣∣∣∣∣∣2 6 0,

et donc v = w.

Ceci prouve l’unicité de v ∈ C tel que ||v|| = d.
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4.a) On suppose ici que C est un sous-ensemble non vide, fermé, convexe de `2, différent de `2 et de {0}.

Puisque C 6= {0} et C 6= `2, il existe a ∈ C tel que a 6= 0, et il existe b ∈ `2 tel que b /∈ C. Notons
S le segment [a ; b]. Puisque S est convexe (cours), S est connexe (cours). Comme S rencontre C (car
a ∈ S ∩ C) et rencontre `2 − C (car b ∈ S ∩ (`2 − C)), d’après le cours, S rencontre ∂C. Il existe donc
u ∈ S ∩ ∂C.
Si u 6= 0, on a alors u ∈ ∂C − {0}, donc ∂C − {0} 6= ∅.

Supposons u = 0. Comme b ∈ `2 − C et que `2 − C est ouvert (complémentaire d’un fermé; `2 est fermé
car complet), il existe ε > 0 tel que : B(b, ε) ⊂ `2 − C. Il existe alors un élément b′ de B(b, ε) qui ne
soit pas sur la demi-droite d’origine a et passant par b (car `2 n’est évidemment pas de dimension 6 1).
En refaisant le raisonnement précédent, il existe u′ ∈ [a ; b′] ∩ ∂C. Comme [a ; b] ∩ [a ; b′] = {a}, et que
u′ 6= a, on a nécessairement u′ 6= u et donc u′ 6= 0.

Finalement :

∂C − {0} 6= ∅

4.b) D’après a), il existe u ∈ ∂C tel que u 6= 0. Puisque u ∈ `2 − C, et que ||u|| > 0, il existe v ∈ `2 − C tel
que :

||u− v|| < 1
2
||u||.

On a alors :
||v|| =

∣∣∣∣u− (u− v)
∣∣∣∣ > ||u|| − ||u− v|| > 1

2
||u||,

d’où :
Inf{||v − x|| ;x ∈ C} 6 ||v − u|| < 1

2
||u|| < ||v||.

De plus, comme v /∈ C, et que C est fermé, on a :

Inf{||v − x|| ;x ∈ C} = d(x,C) > 0.

On conclut qu’il existe v ∈ `2 tel que :

0 < Inf{||v − x|| ;x ∈ C} < ||v||.

4.c) En appliquant le résultat de 3.b) au translaté de C par le vecteur −v, il existe p ∈ ∂C tel que :

||v − p|| = d(v, C) < ||v||.

Comme ||v − p|| < ||v||, on a nécessairement p 6= 0, et ainsi : p ∈ ∂C − {0}.

4.d) Puisque C est convexe et que (p, q) ∈ C2, on a, pour tout λ ∈ [0 ; 1] :

λq + (1− λ)p ∈ C,

d’où :

||v−p||2 =
(
d(v, C)

)2
6
∣∣∣∣v−(λq+(1−λ)p

)∣∣∣∣2 =
∣∣∣∣(v−p)−λ(q−p)

∣∣∣∣2 = ||v−p||2−2λ < v−p , q−p > +λ2||q−p||2,

et donc :
∀λ ∈ [0 ; 1], 0 6 −2λ < v − p , q − p > +λ2||q − p||2.
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En divisant par λ :
∀λ ∈ ]0 ; 1], 0 6 −2 < v − p , q − p > +λ||q − p||2.

On déduit, en faisant tendre λ vers 0+ : 0 6 −2 < v − p , q − p >,
et finalement :

< v − p , q − p >6 0.

Autrement dit, l’angle entre v − p et q − p est obtus.

II.

1. C’est un théorème du cours sur les applications linéaires continues. Redémontrons-le.

(i) =⇒ (ii) :

trivial.

(ii) =⇒ (iii) :

Supposons T continue en 0.
Il existe en particulier η > 0 tel que :

∀x ∈ E,
(
||x|| 6 η =⇒ ||T (x|| 6 1

)
.

Soit x ∈ E tel que ||x|| 6 1.

Si x 6= 0, comme
∣∣∣∣∣∣η x

||x||

∣∣∣∣∣∣ = η, on a :
∣∣∣∣∣∣T(η x

||x||

)∣∣∣∣∣∣ 6 1, d’où ||T (x)|| 6 1
η
||x||.

Si x = 0, alors ||T (x)|| = 0 6
1
η
||x||.

Ceci montre que {||T (x|| ; ||x|| 6 1} est un sous-ensemble borné de R (minoré par 0 et majoré par
1
η

).

(iii) =⇒ (i) :

Supposons que {||T (x)|| ; ||x|| 6 1} soit un sous-ensemble borné de R. Il existe donc M ∈ R+ tel que :

∀x ∈ `2,
(
||x|| 6 1 =⇒ ||T (x|| 6 M

)
.

Soit x0 ∈ `2. On a, pour tout x ∈ `2 − {x0} :

||T (x)− T (x0)|| = ||T (x− x0)|| = ||x− x0||
∣∣∣∣∣∣T( x− x0

||x− x0||

)∣∣∣∣∣∣ 6 ||x− x0||M,

donc :

∀ ε > 0, ∃ η > 0
(
η =

ε

M + 1

)
, ∀x ∈ `2,

(
||x− x0|| 6 η =⇒ ||T (x)− T (x0)|| 6 ε

)
.

Ceci montre que T est continue en x0, et donc T est continue en tout point de `2.

En fait, la démonstration précédente établit que T est M -lipschitzienne.

On note ici L(`2) l’ensemble des applications linéaires continues de `2 dans `2, au lieu de la notation
habituelle LC(`2).
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2.a) Il s’agit encore de résultats du cours. Redémontrons-les.

• L(`2) ⊂ L(`2) (R-espace vectoriel des endomorphismes du R-espace vectoriel `2).

• L(`2) 6= ∅, car 0 ∈ L(`2), l’application nulle étant linéaire et continue.

• Soient α ∈ R, S, T ∈ L(`2). Puisque S et T sont continues, αS + T est continue, donc αS + T ∈ L(`2).

Ainsi, L(`2) est un R-espace vectoriel, sous-espace de L(`2).

• L’application ||.||L : L(`2) −→ R est correctement définie, car, pour toute T ∈ L(`2), l’ensemble
{||T (x|| ; ||x|| 6 1} est une partie non vide et majorée de R, donc admet une borne supérieure dans R,
notée ||T ||L.

• Si ||T ||L = 0, alors : ∀x ∈ `2,
(
||x|| 6 1 =⇒ T (x) = 0

)
, puis, comme T est linéaire : T = 0.

• On a, pour tout α ∈ R et toute T ∈ L(`2) :

||αT ||L = Sup
||x||61

||(αT )(x)|| = Sup
||x||61

|α| ||T (x)|| = |α| Sup
||x||61

||T (x)|| = |α| ||T ||L.

• On a, pour toutes S, T ∈ L(`2) :

||S + T ||L = Sup
||x||61

||(S + T )(x)|| = Sup
||x||61

||S(x) + T (x)|| 6 Sup
||x||61

(
||S(x)||+ ||T (x)||

)
6 Sup
||x||61

||S(x)||+ Sup
||x||61

||T (x)|| = ||S||L + ||T ||L.

Ainsi, ||.||L est une norme sur L(`2).

De plus, par définition de ||.||L :

∀T ∈ L(`2), ∀x ∈ `2, ||T (x)|| 6 ||T ||L||x||.

2.b) Soit ε > 0. Puisque la suite (Tn)n>0 est de Cauchy dans
(
L(`2), ||.||L

)
, il existe N(ε) ∈ N tel que :

∀n > N(ε), ∀ l > N(ε), ||Tn − Tl||L 6 ε.

On a alors :

∀n > N(ε), ∀ l > N(ε), ||Tn(x)− Tl(x)|| = ||(Tn − Tl)(x)|| 6 ||Tn − Tl||L||x|| 6 ε||x||.

Ceci montre que la suite
(
Tn(x)

)
n>0

est de Cauchy dans `2.

2.c) Avec les notations de b), puisque
(
Tn(x)

)
n>0

est de Cauchy dans `2 et que `2 est complet (I 2.), la suite(
Tn(x)

)
n>0

converge vers un élément y de `2. Notons T : `2 −→ `2, x 7−→ y l’application ainsi définie,
c’est-à-dire :

∀x ∈ `2, T (x) = lim
n∞

Tn(x).

• On a, pour tout α ∈ R et tous x1, x2 ∈ `2 :

Tn(αx1 + x2) = αTn(x1) + Tn(x2) −→
n∞

αT (x1) + T (x2),

donc :
T (αx1 + x2) = αT (x1) + T (x2).

Ainsi, T est linéaire.
Ceci revient à remarquer que, si une suite d’applications linéaires converge simplement, alors la limite
simple est aussi linéaire.
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• Puisque (Tn)n>0 est de Cauchy dans
(
L(`2), ||.||L

)
, et que :

∀n, l ∈ N,
∣∣||Tn||L − ||Tl||L∣∣ 6 ||Tn − Tl||L,

la suite
(
||Tn||L

)
n>0

est de Cauchy dans R. D’après le cours, toute suite de Cauchy est bornée. Il existe
donc M ∈ R+ tel que :

∀n ∈ N, ||Tn||L 6 M.

Soit x ∈ `2 tel que ||x|| 6 1. On a :

∀n ∈ N, ||Tn(x)|| 6 ||Tn||L||x|| 6 M ||x||.

D’autre part, Tn(x) −→
n∞

T (x) dans `2, donc ||Tn(x)|| −→
n∞
||T (x)||. Il s’ensuit, par passage à la limite

dans une inégalité :
||T (x)|| 6 M ||x||.

Comme T est déjà linéaire, il en résulte T ∈ L(`2).

Ainsi, toute suite de Cauchy dans L(`2) converge dans L(`2), et on conclut :

(
L(`2), ||.||L

)
est complet

Plus généralement, pour tous espaces vectoriels normés E,F, si F est complet, alors LC(E,F ) est complet.

3.a) L’énoncé est ici incorrect, par oubli de : TS ∈ L(`2).

Comme S et T sont linéaires, par composition, TS est linéaire.

D’autre part, pour tout x ∈ `2 :

||(TS)(x)|| = ||T (S(x))|| 6 ||T ||L||S(x)|| 6 ||T ||L||S||L||x||.

Ceci montre : TS ∈ L(`2) et ||TS||L 6 ||T ||L||S||L.

Une récurrence immédiate montre alors, avec aussi ||I||L = 1 :

∀ j ∈ N, ||T j ||L 6 ||T ||jL.

3.b) • Nous allons montrer que la suite
(
SK(t)

)
K>0

est de Cauchy dans L(`2).

Soit ε > 0 fixé. On a, pour tous K,L ∈ N tels que, par exemple, K < L :

||SK(T )− SL(T )||L =
∣∣∣∣∣∣ K∑
j=0

1
j!
T j −

L∑
j=0

1
j!
T j
∣∣∣∣∣∣
L

=
∣∣∣∣∣∣ L∑
j=K+1

1
j!
T j
∣∣∣∣∣∣
L

6
L∑

j=K+1

1
j!
||T j ||L 6

L∑
j=K+1

1
j!
||T ||jL.

D’après le cours sur les séries entières, pour tout réel a, la série numérique
∑
j>0

aj

j!
converge (et a pour

somme ea), donc la série
∑
j>0

1
j!
||T ||jL converge. La suite des sommes partielles de cette dernière série est

donc convergente, et il en résulte que la suite
(
SK(T )

)
K>0

est de Cauchy dans L(`2).
• Comme L(`2) est complet et que

(
SK(T )

)
K>0

est de Cauchy dans L(`2),
(
SK(T )

)
K>0

converge dans
L(`2) vers un élément noté Exp (T ).
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3.c) Soient A,B ∈ L(`2) tels que AB = BA. On a, pour tout n ∈ N :

∣∣∣∣∣∣ n∑
k=0

1
k!

(A+B)k −
( n∑
j=0

1
j!
Aj
)( n∑

l=0

1
l!
Bl
)∣∣∣∣∣∣

L
=
∣∣∣∣∣∣ n∑
k=0

1
k!

k∑
m=0

Cmk A
kBm−k −

n∑
j=0

n∑
l=0

1
j!l!

AjBl
∣∣∣∣∣∣
L

=
∣∣∣∣∣∣ n∑
k=0

1
m!(k −m)!

AkBm−k −
n∑
j=0

n∑
l=0

1
j!l!

AjBl
∣∣∣∣∣∣
L

=
∣∣∣∣∣∣ ∑

06j6n, 06l6n, j+l>n+1

1
j!l!

AjBl
∣∣∣∣∣∣
L

6
∑

06j6n, 06l6n, j+l>n+1

1
j!l!
||A||jL||B||

l
L =

( n∑
j=0

1
j!
||A||jL

)( n∑
l=0

1
l!
||B||lL

)
−

n∑
k=0

1
k!
(
||A||L + ||B||L

)k
.

• Le dernier membre apparu ci-dessus tend, lorsque l’entier n tend vers l’infini, vers le réel
e||A||Le||B||L − e||A||L+||B||L , qui est nul par propriété de l’exponentielle sur R. On a donc :∣∣∣∣∣∣ n∑

k=0

1
k!

(A+B)k −
( n∑
j=0

1
j!
Aj
)( n∑

l=0

1
l!
Bl
)∣∣∣∣∣∣

L
−→
n∞

0.

Mais, par définition de Exp dans L(`2), on a :

n∑
k=0

1
k!

(A+B)k −→
n∞

Exp (A+B),
n∑
j=0

1
j!
Aj −→

n∞
Exp (A),

n∑
l=0

1
l!
Bl −→

n∞
Exp (B).

On a donc :
Exp (A+B)− Exp (A) Exp (B) = 0,

et on conclut :
Exp (A+B) = Exp (A) Exp (B).

III.

1. • Montrons D ⊂ L(`2).

Soit T ∈ D. Il existe une suite bornée (tk)k de CZ telle que :

∀ v = (vk)k ∈ `2, T (v) = (tkvk)k.

∗ On a, pour tout v ∈ `2 et tout k ∈ Z :

|T (v)k| = |tkvk| = |tk| |vk| 6 ||t||∞|vk|,

où on a noté ||t||∞ = Sup
k∈Z
|tk|.

Puisque v ∈ `2, les séries
∑
k60

v2
k et

∑
k>1

v2
k convergent, donc, par théorème de majoration pour des séries

à termes réels > 0, les séries
∑
k60

(
T (v)k

)2 et
∑
k>1

(
T (v)k

)2 convergent. Ceci montre :

∀ v ∈ `2, T (v) ∈ `2,

et donc T est une application de `2 dans `2.
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∗ On a, pour tout α ∈ R, tous v, w ∈ `2 et tout k ∈ Z :(
T (αv + w)

)
k

= tk(αv + w)k = tk(αvk + wk) = αtkvk + tkwk = αT (v)k + T (w)k =
(
αT (v) + T (w)

)
k
,

d’où : T (αv + w) = αT (v) + T (w),
et donc T est linéaire.

∗ On a, pour tout v ∈ `2 :

||T (v)|| =
[∑
k∈Z

(
T (v)k

)2] 1
2

6
[∑
k∈Z
||t||2∞v2

k

] 1
2

= ||t||∞
[∑
k∈Z

v2
k

] 1
2

= ||t||∞||v||,

et donc, puisque T est déjà linéaire, T est continue, et on conclut : T ∈ L(`2).

Ceci montre :

D ⊂ L(`2)

• D 6= ∅, car 0 ∈ D, où 0 est l’endomorphisme nul de `2, correspondant à la suite bornée (tk)k nulle.

• Soient α ∈ R, S, T ∈ D. Il existe des suites réelles bornées (sk)k∈Z, (tk)k∈Z telles que :

∀ v ∈ `2, ∀ k ∈ Z,
{
S(v)k = skvk

T (v)k = tkvk.

On a alors, pour tout v ∈ `2 et tout k ∈ Z :(
(αS + T )(v)

)
k

=
(
αS(v) + T (v)

)
k

= αS(v)k + T (v)k = αskvk + tkvk = (αsk + tk)vk,

donc αS + T ∈ D, puisque la suite réelle (αsk + tk)k∈Z est bornée.

• Soient S, T ∈ D. Il existe des suites réelles bornées (sk)k∈Z, (tk)k∈Z telles que :

∀ v ∈ `2, ∀ k ∈ Z,
{
S(v)k = skvk

T (v)k = tkvk.

On a alors, pour tout v ∈ `2 et tout k ∈ Z :(
(TS)(v)

)
k

=
(
T (S(v))

)
k

= tkS(v)k = tkskvk,

donc TS ∈ D, puisque la suite réelle (tksk)k∈Z est bornée.

On conclut que D est une sous-algèbre de L(`2).

Remarquer que I ∈ D, car la suite constante (1) est bornée.

2. (i) =⇒ (ii) :

Supposons T ∈ D. Il existe une suite réelle bornée (tk)k∈Z telle que :

∀ v ∈ `2, ∀ k ∈ Z, T (v)k = tkvk.

Notons λ = ||t||∞ = Sup
k∈Z
|tk|.

Soit x = (xk)k ∈ P, où : ∀ k ∈ Z, xk > 0. On a, pour tout k ∈ Z :{(
λx− T (x)

)
k

= λxk − T (x)k = λxk − tkxk = (λ− tk)xk > 0(
λx+ T (x)

)
k

= λxk + T (x)k = λxk + tkxk = (λ+ tk)xk > 0.

Ainsi :
λx− T (x) ∈ P et λx+ T (x) ∈ P.
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(ii) =⇒ (i) :

Réciproquement, supposons qu’il existe λ ∈ R+ tel que, pour tout x ∈ P, on ait :

λx− T (x) ∈ P et λx+ T (x) ∈ P.

Soit v = (vk)k∈Z ∈ `2.
Notons, pour tout k ∈ Z :

xk = v+
k =

1
2

(|vk|+ vk) et yk = v−k =
1
2

(|vk| − vk).

On a ainsi, pour tout k ∈ Z :

xk > 0, yk > 0, xk + yk = |vk|, xk − yk = vk.

En particulier :
∀ k ∈ Z, 0 6 xk 6 |vk| et 0 6 yk 6 |vk|.

Comme v = (vk)k∈Z ∈ `2, il en résulte, d’après le théorème de majoration pour des séries à termes
réels > 0, que x = (xk)k∈Z ∈ `2 et y = (yk)k∈Z ∈ `2.
On a ainsi :

v = x− y, x ∈ P, y ∈ P.

Soit k ∈ Z.
Supposons vk = 0. Nous allons montrer qu’alors T (v)k = 0.
Puisque vk = 0, on a xk = yk = 0. En appliquant l’hypothèse à x et à y, on a :{

λx− T (x) ∈ P et λx+ T (x) ∈ P
λy − T (y) ∈ P et λy + T (y) ∈ P,

donc en particulier : {
λxk − T (x)k > 0 et λxk + T (x)k > 0
λyk − T (y)k > 0 et λyk + T (y)k > 0,

d’où T (x)k = 0 et T (y)k = 0, puis :

T (v)k =
(
T (x− y)

)
k

=
(
T (x)− T (y)

)
k

= T (x)k − T (y)k = 0− 0 = 0.

Ceci montre :
∀ k ∈ Z, vk = 0 =⇒ T (v)k = 0.

Donc, pour tout k ∈ Z, il existe tk ∈ R tel que : T (v)k = tkvk. En effet, si vk 6= 0, on prend tk =
T (v)k
vk

,

et, si vk = 0, tout réel convient pour tk.

On a ainsi établi que, pour toute v = (vk)k∈Z ∈ `2, il existe (tk)k∈Z ∈ CZ telle que :

∀ k ∈ Z, T (v)k = tkvk.

Montrons maintenant qu’on peut choisir (tk)k∈Z indépendamment de v.

Soient v, v′ ∈ `2, (tk)k∈Z, (t′k)k∈Z des suites réelles telles que :

∀ k ∈ Z, T (v)k = tkvk et T (v′)k = t′kv
′
k.
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Soit k ∈ Z. On a :
(v′kv − vkv′)k = v′kvk − vkv′k = 0,

donc, comme on l’a vu plus haut :

0 =
(
T (v′kv − vkv′)

)
k

=
(
v′kT (v)− vkT (v′)

)
k

= v′kT (v)k − vkT (v′)k = v′ktkvk − vkt′kv′k = vkv
′
k(tk − t′k),

d’où, si vk 6= 0 et v′k 6= 0, alors t′k = tk.

Ceci montre que la suite (tk)k∈Z ne dépend pas de v.

Enfin, d’après l’hypothèse appliquée, pour k ∈ Z fixé, à la suite e(k) = (δkl)l∈Z ∈ P, on a :

λe(k)− T
(
e(k)

)
∈ P et λe(k) + T

(
e(k)

)
∈ P,

d’où en particulier, en prenant le k-ème terme :

λ− tk > 0 et λ+ tk > 0,

donc |tk| 6 λ.

Ceci montre que la suite (tk)k∈Z est bornée.

3. Remarquons d’abord que, si Q est un cône fermé, alors, pour tout (a, b) ∈ Q2, on a
1
2

(a+ b) ∈ Q

(car Q est convexe), puis a+ b = 2
1
2

(a+ b) ∈ Q (par hypothèse). Ainsi, Q est stable par addition.

De plus (si Q 6= ∅), il existe q ∈ Q, puis 0 = 0q ∈ Q.

• AQ 6= ∅ car 0 ∈ AQ, correspondant à λ = 0 et 0 ∈ Q.

• Soient S, T ∈ AQ. On a déjà S + T ∈ L(`2).
Il existe λ ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Q, λx− S(x) ∈ Q et λx+ S(x) ∈ Q,

et il existe µ ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Q, µx− T (x) ∈ Q et µx+ T (x) ∈ Q.

On a alors, en notant ν = λ+ µ ∈ R+ :

∀x ∈ Q,

{
νx− (S + T )(x) =

(
λx− S(x)

)
+
(
µx− T (x)

)
∈ Q

νx+ (S + T )(x) =
(
λx+ S(x)

)
+
(
µx+ T (x)

)
∈ Q,

donc S + T ∈ AQ, correspondant à ν = λ+ µ ∈ R+.

• Soient α ∈ R+, T ∈ AQ. On a déjà αT ∈ `2.
Il existe λ ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Q, λx− S(x) ∈ Q et λx+ S(x) ∈ Q.

On a alors, en notant ν = αλ ∈ R+ :

∀x ∈ Q,

{
νx− (αT )(x) = α

(
λx− T (x)

)
∈ Q

νx+ (αT )(x) = α
(
λx+ T (x)

)
∈ Q,

donc αT ∈ AQ, correspondant à ν = αλ ∈ R+.
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• Soit T ∈ AQ. On a déjà −T ∈ L(`2).
Il existe λ ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Q, λx− S(x) ∈ Q et λx+ S(x) ∈ Q.

On a alors :

∀x ∈ Q,
{
λx− (−T )(x) = λx+ T (x) ∈ Q
λx+ (−T )(x) = λx− T (x) ∈ Q,

donc −T ∈ AQ, correspondant à λ ∈ R+.

• Soient S, T ∈ AQ. On a déjà TS ∈ L(`2).
Il existe λ ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Q, λx− S(x) ∈ Q et λx+ S(x) ∈ Q,

et il existe µ ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Q, µx− T (x) ∈ Q et µx+ T (x) ∈ Q.

Soit x ∈ Q. On a : y = λx− S(x) ∈ Q, puis :

µy − T (y) ∈ Q et µy + T (y) ∈ Q,

c’est-à-dire :

µλx− µS(x)− λT (x) + TS(x) ∈ Q et µλx− µS(x) + λT (x)− TS(x) ∈ Q.

De même, on a z = λx+ S(x) ∈ Q, puis :

µz − T (z) ∈ Q et µz + T (z) ∈ Q,

c’est-à-dire :

µλx+ µS(x)− λT (x)− TS(x) ∈ Q et µλx+ µS(x) + λT (x) + TS(x) ∈ Q.

Comme Q est convexe, la demi-somme de deux élements de Q est dans Q, d’où en particulier :

µλx− TS(x) ∈ Q et µλx+ TS(x) ∈ Q.

Ceci montre TS ∈ AQ, correspondant à µλ ∈ R+.

Finalement :

AQ est une sous-algèbre de L(`2)

4.a) Soit S ∈ L(`2) tel que S(Q) ⊂ Q. On a donc, par hypothèse :

∀x ∈ Q, S(x) ∈ Q.

Il en résulte, par une récurrence immédiate : ∀x ∈ Q, ∀ j ∈ N, Sj(x) ∈ Q,

puis, comme Q est un cône fermé et que les
1
j!

sont tous > 0 :

∀x ∈ Q, ∀ j ∈ N,
1
j!
Sj(x) ∈ Q,

puis, comme Q est stable par addition : ∀x ∈ Q, ∀n ∈ N,
n∑
j=0

1
j!
Sj(x) ∈ Q.
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Enfin, puisque Q est fermé, par passage à la limite lorsque l’entier n tend vers l’infini :

Exp (x) =
+∞∑
j=0

1
j!
Sj(x) ∈ Q.

Ceci établit : ∀x ∈ Q, Exp (x) ∈ Q, c’est-à-dire : Exp (S)(Q) ⊂ Q.

4.b) Soit T ∈ AQ. Il existe λ ∈ R+ tel que :

∀x ∈ Q, λx− T (x) ∈ Q et λx+ T (x) ∈ Q.

Notons S = λI + T. On a donc S ∈ L(`2) et S(Q) ⊂ Q. d’où, d’après a) : Exp (S)(Q) ⊂ Q.
Mais λI et T commutent, donc, d’après III 3.c) :

Exp (S) = Exp (λI + T ) = Exp (λI) Exp (T ).

Et :

Exp (λI) =
+∞∑
j=0

1
j!
λjI =

(+∞∑
j=0

1
j!
)
I = eλI.

D’où :
Exp (S) = eλ Exp (T ).

Soit x ∈ Q. On a vu plus haut : Exp (S)(x) ∈ Q. Comme e−λ ∈ R+ et que Q est stable par multiplication
par les nombres réels > 0, on a : e−λ Exp (S)(x) ∈ Q, c’est-à-dire Exp (T )(x) ∈ Q.

Ceci montre : Exp (T )(Q) ⊂ Q.

IV.

1. Soit Q un cône fermé différent de `2 et de {0}. D’après III 3. et III 4.b), l’algèbre AQ satisfait (H).

2.a) D’après I 4. d), il existe v ∈ `2 et p ∈ ∂C0 − {0} tels que :{∀x ∈ C0, < v − p , x− p >6 0
p 6= v.

Notons w = v − p. On a alors p ∈ C0 − {0} (car ∂C0 ⊂ C0 = C0), w ∈ `2, w 6= 0 et :

∀x ∈ C0, < w , x− p >6 0.

2.b) Soit T ∈ A. On a, pour tout s ∈ R :

φT (s) =< w , Exp (sT )(p) >=< w ,
(+∞∑
j=0

1
j!

(sT )j
)

(p) >=< w,

+∞∑
j=0

sj

j!
T j(p) >=

+∞∑
j=0

( 1
j!
< w , T j(p) >

)
sj ,

ce qui montre que φT est développable en série entière en 0, de rayon infini.

La propriété < w ,

+∞∑
j=0

uj >=
+∞∑
j=0

< w , uj > vient de la continuité du produit scalaire, elle-même

conséquence de l’inégalité de Cauchy et Schwarz.
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2.c) On remarque :
φT (0) =< w , Exp (0)(p) >=< w , I(p) >=< w , p > .

D’où, d’après 2.a) :
∀x ∈ C0, < w , x >6< w , p >= φT (0).

D’autre part, pour tout s ∈ R, sT ∈ A, donc, comme p ∈ C0, on a, d’après III 4. b), Exp (sT )(p) ∈ C0.
Il en résulte :

φT (s) =< w , Exp (sT )(p) >6< w , p >= φT (0).

Ainsi, φT admet un maximum local en 0.

2.d) Soit T ∈ A. Puisque φT est développable en série entière en 0, φT est dérivable en 0 et φ′T (0) est le
coefficient de s dans le DSE(0) de φT , c’est-à-dire :

φ′T (0) =
1
1!
< w , T 1(p) >=< w , T (p) > .

Comme φT est dérivable en 0 et que φT admet un maximum (global donc) local en 0, on a : φ′T (0) = 0.

On conclut : < w , T (p) >= 0.

3. On suppose ici qu’il existe T ∈ A tel que T (p) 6= 0.
On note M0 = {T (p) ;T ∈ A}, orbite de p sous A, et M = M0 l’adhérence de M0 dans `2.

• Par définition, M est une partie fermée de `2.

• On a M0 = Im (ϕ), où :
ϕ : A −→ `2, T 7−→ T (p).

Comme ϕ est linéaire, M0 est un sous-espace vectoriel de `2. D’après le cours, l’adhérence d’un sev est
un sev, donc M est un sous-espace vectoriel de `2.

• Par hypothèse, il exite T ∈ A tel que T (p) 6= 0, donc M0 6= {0} (et M0 ⊃ {0}), donc, comme M
contient M0, M n’est pas réduit à {0}.

• Soit x ∈M = M0. Il existe une suite (Tn)n>0 dans A telle que : Tn(p) −→
n∞

x. On a, d’après d) :

∀n > 0, < w , Tn(p) >= 0,

d’où par passage à la limite lorsque l’entier n tend vers l’infini : < w , x >= 0.
Ceci montre : M ⊂ (Rw)⊥, et donc, comme w 6= 0, on a, en particulier w /∈M, et finalement M 6= `2.

• Soient T ∈ A, x ∈ M. Il existe une suite (Tn)n>0 dans A telle que Tn(p) −→
n∞

x. On a, pour tout
n > 0, TTn ∈ A, car T ∈ A, Tn ∈ A et A est une algèbre. Et :

∀n > 0, (TTn)(p) = T
(
Tn(p)

)
−→
n∞

T (x)

car T est continue et Tn(p) −→
n∞

x.

Ceci montre que T (x) est limite d’une suite d’éléments de M0, donc T (x) ∈M0 = M, et finalement :

T (M) ⊂M.
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4. On suppose ici : ∀T ∈ A, T (p) = 0.
Notons D = Rp = Vect {p}, droite vectorielle engendrée par p.
On a, pour tout α ∈ R :

T (αp) = αT (p) = 0 ∈ D,

donc T (D) ⊂ D. En fait : T (D) = {0}.

5. Évident d’après 3. et 4., les deux cas se complétant :

• ∃T ∈ A, T (p) 6= 0 question 3.

• ∀T ∈ A, T (p) = 0 question 4.

V.

Notons α = Inf{λk ; k ∈ Z} et β = Sup{λk ; k ∈ Z}; on a donc : 0 < α 6 β < +∞.

1. • Soit x = (xk)k∈Z ∈ `2C. Notons y = S(x) = (yk)k∈Z, définie par :

∀ k ∈ Z, yk = λk−1xk−1.

On a :
∀ k ∈ Z, |yk|2 = |λk−1|2|xk−1|2 6 β2|xk−1|2,

d’où : [∑
k∈Z
|yk|2

] 1
2

6 β
[∑
k∈Z
|xk−1|2

] 1
2

= β||x|| < +∞,

ce qui montre y ∈ `2C.
Ainsi, S est une application de `2C dans `2C.

• La linéarité de S est immédiate; en effet, pour tous α ∈ C, u = (uk)k∈Z, v = (vk)k∈Z ∈ `2C, k ∈ Z :

S(αu+ v)k = λk−1(αu+ v)k−1 = λk−1(αuk−1 + vk−1) = αλk−1uk−1 + λk−1vk−1 = αS(u)k + S(v)k.

• On a vu plus haut :
∀x ∈ `2C, ||S(x)|| 6 β||x||,

donc, puisque S est déjà linéaire, d’après II 1., S est continue.

• D’après (B), il est clair que :
∀ k ∈ Z, λk 6= 0.

Considérons la suite (µk)k∈Z définie par :

∀ k ∈ Z, µk =
1
λk
.

Il est clair alors que : 
Inf {µk ; k ∈ Z} =

(
Sup {λk ; k ∈ Z}

)−1

Sup {µk ; k ∈ Z} =
(

Inf {λk ; k ∈ Z}
)−1

,

donc :
0 < inf {µk ; k ∈ Z} 6 Sup {µk ; k ∈ Z} < +∞,

c’est-à-dire que la suite (µk)k∈Z satisfait aussi (B).
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Il est clair que, pour toute suite y = (yk)k ∈ `2C, la suite
( 1
λk
yk+1

)
k∈Z

est dans `2C.

Considérons l’application
T : `2C −→ `2C, y = (yk)k∈Z 7−→ T (y)

définie par :

∀ k ∈ Z, T (y)k =
1
λk
yk+1.

Il est clair que TS = ST = I et que, comme pour S plus haut, T est linéaire et continue.

Ainsi, S est inversible et S−1 est continue.

2. On a, pour tout y ∈ F et tout k ∈ Z :

SW (y)k = S
(
W (y)

)
k

= λk−1W (y)k−1 = λk−1wk−1yk−1 = wkyk−1 = wkS1(y)k =
(
W
(
S1(y)

))
k

= WS1(y)k,

d’où :
SW (y) = WS1(y).

3.a) On a : 
w0 = 1, w1 = λ0w0 = λ0, w2 = λ1w1 = λ1λ0, ...

w0 = 1, w−1 =
w0

λ−1
=

1
λ−1

, w−2 =
w−1

λ−2
=

1
λ−1λ−2

, ...

d’où, par une récurrence immédiate :

∀n ∈ N, wn =
n−1∏
k=0

λk et w−n =
( n∏
k=1

λ−k

)−1

.

Comme on suppose de plus :
∀ k ∈ N, λ−k−1 = λ−1

k ,

on obtient :

∀n ∈ N, w−n =
n∏
k=1

λk−1 =
n−1∏
k=0

λk = wn.

3.b) 1) • Il est clair que :
∀ j ∈ Z, ε(j) ∈ E,

car ε(j) est une suite (indexée par Z) à support fini et vérifie :

∀ k ∈ Z, ε(j)−k = ε(j)k.

• Soit (j, l) ∈ Z2 tel que j 6= l.

Si j 6= −l, alors :
∀ k ∈ Z, ε(j)kε(j)l = 0,

donc :
< ε(j) , ε(l) >=

∑
k∈Z

ε(j)kε(l)k = 0.

Si j = −l, on a :

< ε(j) , ε(l) >=
1√
2

i√
2

+
1√
2

(
− i√

2

)
= 0.

Ceci montre que la famille
(
ε(j)

)
j∈Z est orthogonale.
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• Il est clair que : 

||ε(0)||2 = 1

∀ j > 1, ||ε(j)||2 =
∣∣∣ 1√

2

∣∣∣2 +
∣∣∣ 1√

2

∣∣∣2 = 1

∀ j 6 −1, ||ε(j)||2 =
∣∣∣ i√

2

∣∣∣2 +
∣∣∣− i√

2

∣∣∣2 = 1,

et donc la famille est normée.

Finalement, la famille
(
ε(j)

)
j∈N est une famille orthonormale d’éléments de E.

2) • E ⊂ `2C et `2C est un R-espace vectoriel (et aussi un C-espace vectoriel).

• E 6= ∅, car 0 ∈ E.

• Pour tous α ∈ R, x, y ∈ E, on a :

∀ k ∈ Z, (αx+ y)−k = αx−k + y−k = αxk + yk = αxk + yk = (αx+ y)k,

donc αx+ y ∈ E.
ainsi, E est un R-espace vectoriel.

3) • Considérons, pour tout v = (vk)k ∈ `2, l’élément x de CZ défini par :

x0 = v0

∀n > 1, xn =
vn + iv−n√

2

∀n 6 −1, x−n =
vn − iv−n√

2
.

Il est clair que x ∈ `2C, et on a, pour tout n > 1 :

x−n =
vn − iv−n

2
=
(vn + iv−n

2

)
= xn,

donc x ∈ E.

L’application f : `2 −→ E, v 7−→ x ainsi définie est clairement R-linéaire.

• Considérons, pour tout x = (xk)k∈Z ∈ E, l’élément v de CZ défini par :
v0 = x0

∀n > 1, vn = Re (
√

2xn)

∀n > 1, v−n = Im (
√

2xn).

Il est clair que v ∈ `2.

L’application g : E −→ `2, x 7−→ v ainsi définie est clairement R-linéaire.

• On a, pour tout v = (vn)n∈Z ∈ `2 :

∗ (g ◦ f)(v)0 =
(
g
(
f(v)

))
0

= f(v)0 = v0

∗ ∀n > 1, (g ◦ f)(v)n =
(
g
(
f(v)

))
n

=
√

2
f(v)n + f(v)n

2
=

1√
2

(vn + iv−n√
2

+
vn − iv−n√

2

)
= vn

∗ ∀n > 1, (g ◦ f)(v)−n =
(
g
(
f(v)

))
−n =

√
2
f(v)n − f(v)n

2i
=

1
i
√

2

(vn + iv−n√
2

− vn − iv−n√
2

)
= v−n.

D’où : g ◦ f = Id`2 .
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• On a, pour tout x = (xn)n∈Z ∈ E :

∗ (f ◦ g)(x)0 =
(
f
(
g(x)

))
0

= g(x)0 = x0

∗ ∀n > 1, (f ◦ g)(x)n =
(
f
(
g(x)

))
n

=
g(x)n + ig(x)−n√

2
=

1√
2

(√
2
xn + xn

2
+ i
√

2
xn − xn

2i

)
= xn

∗ ∀n > 1, (f ◦ g)(x)−n =
(
f
(
g(x)

))
−n =

g(x)n − ig(x)−n√
2

=
1√
2

(√
2
xn + xn

2
− i
√

2
xn − xn

2i

)
= xn = x−n.

D’où : f ◦ g = IdE .

• On a, pour tout v = (vn)n∈Z ∈ `2 :

||f(v)||2 = |v0|2 +
+∞∑
n=1

∣∣∣vn + iv−n√
2

∣∣∣2 − +∞∑
n=1

∣∣∣vn − iv−n√
2

∣∣∣2
= |v0|2 +

+∞∑
n=1

1
2

((
|vn|2 + ivnv−n − ivnv−n + |v−n|2

)
+
(
|vn|2 − ivnv−n + ivnv−n + |v−n|2

))
= |v0|2 +

+∞∑
n=1

(
|vn|2 + |v−n|2

)
=
∑
n∈Z
|vn|2 = ||v||2,

donc f est une isométrie.

Finalement :

E et `2 sont des R-espaces vectoriels isométriques

4. Soit y = (yk)k∈Z ∈ F. On note ŷ le polynôme trigonométrique défini par :

∀ t ∈ R, ŷ(t) =
∑
k∈Z

ykeikt,

où la somme est à support fini, puisque y ∈ F.

• Supposons y ∈ E, c’est-à-dire : ∀ k ∈ Z, y−k = yk.

On a alors :

∀ t ∈ R, ŷ(t) =
∑
k∈Z

ykeikt =
∑
k∈Z

yke−ikt =
∑
k∈Z

y−ke−ikt =
[l=−k]

∑
l∈Z

yleilt = ŷ(t),

donc :
∀ t ∈ R, ŷ(t) ∈ R.

• Réciproquement, supposons : ∀ t ∈ R, ŷ(t) ∈ R.
On a alors :

∀ t ∈ R,
∑
k∈Z

ykeikt = ŷ(t) = ŷ(t) =
∑
k∈Z

ykeikt =
∑
k∈Z

yke−ikt =
∑
l∈Z

y−leilt,

d’où :
∀ t ∈ R,

∑
k∈Z

(yk − y−k)eikt = 0.

Le polynôme
∑
k∈Z

(yk − y−k)Xk s’annule en une infinité de points (tous les complexes de module 1), donc

ses coefficients sont tous nuls. D’où : ∀ k ∈ Z, yk − y−k = 0, et donc y ∈ E.
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5.a) Soit x ∈ E. On a :

∀ k ∈ Z, S(x)−k = λ−k−1x−k−1 =
1
λk
xk+1 =

1
λk
xk+1 = S−1(x)k.

D’où, pour tout k ∈ Z :
C(x)−k =

1
2
(
S(x)−k + S−1(x)−k

)
=

1
2
(
S−1(x)k + S(x)k

)
= C(x)k

D(x)−k =
1
2i
(
S(x)−k − S−1(x)−k

)
=

1
2i
(
S−1(x)k − S(x)k

)
= D(x)k.

Ceci montre :
∀x ∈ E, C(x) ∈ E et D(x) ∈ E,

et on conlut :
C(E) ⊂ E et D(E) ⊂ E.

5.b) Soit z ∈ P. Il existe y ∈ F tel que : {
z = W (y)
∀ t ∈ R, ŷ(t) ∈ R+.

• On a, pour tout k ∈ Z :

z−k = W (y)−k = w−ky−k = wkyk = wkyk = wkyk = W (y)k = zk,

donc z ∈ E.
Ceci montre : P ⊂ E.

• On a :
1

2π

∫ 2π

0

ŷ(t) dt =
1

2π

∫ 2π

0

∑
k∈Z

ykeikt dt =
1

2π

∑
k∈Z

yk

∫ 2π

0

eikt dt = y0,

car : ∫ 2π

0

eikt dt =
{

2π si k = 0
0 si k ∈ Z∗.

Comme :
∀ t ∈ R, ŷ(t) ∈ R+,

il en résulte, par positivité de l’intégration :

y0 =
1

2π

∫ 2π

0

ŷ(t) dt > 0.

Enfin : z0 = w0y0 = y0 > 0.

• On a :
(I − C)(z) = z − 1

2
(
S(z) + S−1(z)

)
= W (y)− 1

2

(
S
(
W (y)

)
+ S−1

(
W (y)

))
.

D’après V 2., on a :
SW (y) = WS1(y)

et S et S1 sont bijectives. D’où :

(I − C)(z) = W (y)− 1
2
(
WS1(y) +WS−1

1 (y)
)

= W
(
y − 1

2
(
S1(y) + S−1

1 (y)
))

= W (u),

en notant u = y − 1
2
(
S1(y) + S−1

1 (y)
)
.
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On a déjà u ∈ F.
De plus, pour tout t ∈ R :

û(t) =
∑
k∈Z

uk eikt =
∑
k∈Z

(
yk −

yk−1 + yk+1

2

)
eikt

=
∑
k∈Z

uk eikt − 1
2

∑
k∈Z

yk−1 eikt − 1
2

∑
k∈Z

yk+1 eikt =
∑
k∈Z

ukeikt − 1
2

∑
l∈Z

yl ei(l+1)t − 1
2

∑
l∈Z

yl ei(l−1)t

= ŷ(t)− 1
2
ŷ(t) eit − 1

2
ŷ(t) e−it = (1− cos t)ŷ(t) > 0,

car 1− cos t > 0 et ŷ(t) > 0.

Ainsi : 
(I − C)(z) = W (y)
y ∈ F
∀ t ∈ R, ŷ(t) > 0,

donc, par définition : (I − C)(z) ∈ P.

Ceci montre :
(I − C)(P ) ⊂ P.

De même, en remplaçant 1− cos t respectivement par 1 + cos t, 1− sin t, 1 + sin t, on obtient aussi :

(I + C)(P ) ⊂ P, (I − S)(P ) ⊂ P, (I + S)(P ) ⊂ P.

5.c) • Montrons que P est convexe.
Soient λ ∈ [0 ; 1], z, z′ ∈ P. Il existe y, y′ ∈ F tels que :{

z = W (y)
∀ t ∈ R, ŷ(t) > 0

et
{
z′ = W (y′)

∀ t ∈ R, ŷ′(t) > 0.

On a :

∗ λz + (1− λ)z′ = λW (y) + (1− λ)W (y′) = W
(
λy + (1− λ)y′

)
, car W est R-linéaire

∗ λy + (1− λ)y′ ∈ F, car F est un R-espace vectoriel

∗

∀ t ∈ R, ̂λy + (1− λ)y′(t) =
∑
k∈Z

(
λyk + (1− λk)y′k

)
eikt

= λ
∑
k∈Z

yl eikt + (1− λ)
∑
k∈Z

y′k eikt = λŷ(t) + (1− λ)ŷ′(t) > 0.

Ceci montre que λz + (1− λ)z′ ∈ P, et donc P est une partie convexe de `2.

• On a :
∀α ∈ R+, ∀ z ∈ P, αz ∈ P.

En effet, il existe y ∈ F tel que : {
z = W (y)
∀ t ∈ R, ŷ(t) > 0,

et on a :
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∗ αz = αW (y) = W (αy)

∗ αy ∈ F

∗ ∀ t ∈ R, α̂y(t) =
∑
k∈Z

(αy)k eikt =
∑
k∈Z

αyk eikt = α
∑
k∈Z

yk eikt = αŷ(t) > 0.

• Notons Q = P , adhérence de P dans `2C.
Par construction, Q est fermée.
Puisque P est convexe, d’après le cours, son adhérence Q est convexe.

Soient x ∈ Q, α ∈ R+. Il existe une suite (zn)n dans P telle que : zn −→
n∞

x. On a :{
∀n ∈ N, αzn ∈ P
αzn −→

n∞
αx,

donc, par définition de l’adhérence, αx ∈ P = Q.

Ainsi :
∀α ∈ R+, ∀x ∈ Q, αx ∈ Q.

• On a : Q = P ⊂ E = E 6= `2, donc Q 6= `2.

• Si Q = {0}, alors, comme {0} ⊂ P ⊂ P = Q, on a P = {0}. Mais ε0 ∈ F et ∀ t ∈ R, ε0(t) = 1 > 0,
donc W (ε0) ∈ P, W (ε0) = 0, contradiction avec W (ε0)0 = w0(ε0)0 = 1. On a donc Q 6= {0}.

Ainsi, Q est un cône fermé de `2C, inclus dans E, et différent de {0} et de E.

• Les applications S et S−1 sont continues (V 1.), donc, par combinaison linéaire, C et D sont continues,
puis I − C, I + C, I − S, I + S sont continues. On a alors, d’après le cours sur continuité et adhérence,
et en utilisant b) :

(I − C)(Q) = (I − C)(P ) ⊂ (I − C)(P ) ⊂ P = Q,

et de même :
(I + C)(Q) ⊂ Q, (I −D)(Q) ⊂ Q, (I +D)(Q) ⊂ Q.

• Notons Q′ = f−1(Q), où f est l’isométrie précisée dans la résolution de la question V 3.b). Il est
immédiat alors que Q′ est un cône fermé de `2, distinct de {0} et de `2.

• On a vu (5.a)) : C(E) ⊂ E et D(E) ⊂ E.
Notons : C ′ : E −→ E, x 7−→ C(x) et D′ : E −→ E, x 7−→ D(x) les endomorphismes induits respec-
tivement par C et D.
Notons γ = f−1 ◦ C ′ ◦ f et δ = f−1 ◦D′ ◦ f. Il est clair que : γ, δ ∈ L(`2).

• Montrons : γ, δ ∈ AQ′ .

Soit x ∈ Q′.
Notons a = f(x) ∈ Q. On a :

x− γ(x) = x− f−1 ◦ C ′ ◦ f(x) = f−1 ◦ (I − C) ◦ f(x) = f−1
(
f(x)− C ′(f(x))

)
= f−1

(
a− C ′(a)

)
= f−1

(
(I − C)(a)

)
∈ f−1

(
(I − C)(Q)

)
⊂ f−1(Q) = Q′.

De même, on a :
x+ γ(x) ∈ Q′, x− δ(x) ∈ Q′, x+ δ(x) ∈ Q′.

D’après IV 1., puisque Q′ est un cône fermé de `2, différent de {0} et de `2, l’algèbre AQ′ satisfait (H).
D’après IV 5., il existe un sous-espace vectoriel fermé V de `2, distinct de {0} et de `2 tel que :

∀T ∈ AQ′ , T (V ) ⊂ V.
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• Notons M = f(V ). Alors M est un sous-espace vectoriel de E, distinct de {0} et de E. Comme γ ∈ AQ′ ,
on a γ(V ) ⊂ V, c’est-à-dire f−1 ◦ C ′ ◦ f(V ) ⊂ V, d’où :

C ′(M) = C ′
(
f(V )

)
⊂ f(V ) = M,

et donc C(M) ⊂M.

De même, D(M) ⊂M.

6.a) Soit (u, v) ∈ E2. On a :

< u , v >=
∑
k∈Z

ukvk =
l=−k

∑
l∈Z

u−lv−l =
∑
l∈Z

ulvl =
∑
l∈Z

vlul =< v , u >,

puis :

||u+ iv||2 =< u+ iv , u+ iv >= ||u||2 − i < v , u > +i < u , v > +||v||2 = ||u||2 + ||v||2.

6.b) • Puisque M est un R-sous-espace vectoriel de E (donc de `2), il est immédiat que J est un C-sous-espace
vectoriel de `2C.
De plus, comme {0} ⊂M ⊂ J et que M 6= {0}, on a J 6= {0}.
Et, comme M 6= E, on a J 6= `2C.

• Montrons que J est fermé dans `2C.
Soit

(
w(n)

)
n

une suite dans J , convergeant vers un élément z de `2C. Pour tout n, il existe u(n), v(n) ∈M
tels que : w(n) = u(n) + iv(n). Notons x, y les éléments de E définis par :

∀ k ∈ Z, xk =
zk + z−k

2
et yk =

zk − z−k
2i

.

On a donc : z = x+ iy. D’après a), puisque
(
u(n)− x, v(n)− y

)
∈M2 ⊂ E2, on a :

||w(n)− z||2 = ||
(
u(n)− x

)
+ i
(
v(n)− y

)
||2 = ||u(n)− x||2 + ||v(n)− y||2.

Comme w(n) −→
n∞

z, il en résulte :

u(n) −→
n∞

x et v(n) −→
n∞

y.

Comme, pour tout n,
(
u(n), v(n)

)
∈M2 et que M2 est fermé, on a donc (x, y) ∈M2, et enfin z = x+iy ∈

J.

Ceci montre que J est fermé dans `2C.

• Soit z ∈ J. Il existe (x, y) ∈M2 tel que z = x+ iy. On a :

C =
1
2

(S + S−1) et D =
1
2i

(S − S−1],

d’où :
S = C + iD et S−1 = C + iD,

puis :

S(z) = C(z)+iD(z) = C(x+iy)+iD(x+iy) = C(x)+iC(y)+iD(x)−D(y) =
(
C(x)−D(y)

)
+i
(
C(y)+D(x)

)
.

Comme C(x), D(x), C(y), D(y) sont dans M (d’après c)), on a C(x)−D(y) ∈M et C(y) +D(x) ∈M,
d’où S(z) ∈M.
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On montre de même S−1(z) ∈ J.

On conclut :
S(J) ⊂ J et S−1(J) ⊂ J.

VI.

1. Soit x ∈ `2C. On connâıt l’inégalité classique :

∀ (a, b) ∈ R2, ab 6
1
2

(a2 + b2),

d’où :
∀ k ∈ Z, |w−1

k xk| 6
1
2

(w−2
k + |xk|2).

Comme les séries
∑
k∈Z

w−2
k et

∑
k∈Z
|xk|2 convergent, par addition et majoration, on obtient, avec les notations

de l’énoncé : ∑
k∈Z
|w−1
k xk| < +∞.

2. D’abord, l’application Ω(x) est correctement définie car, pour tout t ∈ R :

∀ k ∈ Z, |w−1
k xkeikt| = |w−1

k xk|,

donc, d’après 1., la série numérique
∑
k∈Z

w−1
k xkeikt est absolument convergente, donc convergente.

Considérons l’application
ϕt0 : `2C −→ C, x 7−→ Ω(x)(t0).

Ainsi :
Mt0 = ϕ−1

t0 ({0}).

• Il est clair que ϕt0 est C-linéaire, car, pour tout α ∈ C et tous x, y ∈ `2C :

ϕt0(αx+ y) = Ω(αx+ y)(t0) =
∑
k∈Z

w−1
k (αx+ y)keikt0

= α
∑
k∈Z

w−1
k xkeikt0 +

∑
k∈Z

w−1
k ykeikt0 = αΩ(x)(t0) + Ω(y)(t0) = αϕt0(x) + ϕt0(y).

Ainsi, Mt0 = Ker (ϕt0) est un C-sous-espace vectoriel de `2C.

• Montrons que ϕt0 est continue. On a, pour tout x ∈ `2C, en utilisant l’inégalité de Cauchy et Schwarz :

|ϕt0(x)| =
∣∣∣∑
k∈Z

w−1
k xkeikt

∣∣∣ 6 (∑
k∈Z

w−2
k

) 1
2
(∑
k∈Z
|xkeikt|2

) 1
2

=
(∑
k∈Z

w−2
k

) 1
2
(∑
k∈Z
|xk|2

) 1
2

= µ||x||,

en notant µ =
(∑
k∈Z

w−2
k

) 1
2
. Comme ϕt0 est déjà linéaire, ceci montre que ϕt0 est continue.

Alors Mt0 = ϕ−1
t0 {0} est l’image réciproque d’un fermé par une application continue, donc Mt0 est fermé.

• On a ϕt0
(
ε(0)

)
= w−1

0 = 1 6= 0, donc ϕt0 6= 0, d’où M 6= `2C.
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• Puisque Mt0 est un hyperplan de `2C et que `2C n’est pas de dimension 1, Mt0 n’est pas réduit à 0.

Finalement, Mt0 est un C-sev fermé de `2C, différent de {0} et de `2C.

3. Soit x ∈Mt0 . Notons y = S(x), z = S−1(x). On a :

∀ k ∈ Z, yk = S(x)k = λk−1xk−1,

d’où :

Ω(y)(t0) =
∑
k∈Z

w−1
k ykeikt0 =

∑
k∈Z

w−1
k λk−1xk−1eikt0 =

∑
k∈Z

wk−1xk−1eikt0

=
l=k−1

(∑
l∈Z

w−1
l xl eilt0

)
eit0 = Ω(x)(t0) eit0 = 0,

et donc, par définition, y ∈Mt0 .

De même : Ω(z)(t0) = Ω(x)(t0) e−it0 = 0, donc z ∈Mt0 .

Ceci montre S(x) ∈Mt0 et S−1(x) ∈Mt0 , et on conclut :

S(Mt0) ⊂Mt0 et S−1(Mt0) ⊂Mt0 .

4. Raisonnons par l’absurde : supposons qu’il existe un C-sev X de `2C de dimension finie, distinct de {0} tel
que S(X) ⊂ X.
Considérons l’endomorphisme S′ induit par S sur X :

S′ : X −→ X, x 7−→ S′(x) = S(x).

PuisqueX est un C-espace vectoriel de dimension finie et queX 6= {0}, d’après le théorème de d’Alembert,
S′ admet au moins une valeur propre λ ∈ C et un vecteur propre associé x :

S′(x) = λx et x 6= 0.

On a, pour tout k ∈ Z :

S′(x)k = S(x)k = λk−1xk−1 et S′(x)k = (λx)k = λxk.

Si λ = 0, alors : ∀ k ∈ Z, λk−1xk−1 = 0, donc, comme les λk sont tous 6= 0, : ∀ k ∈ Z, xk−1 = 0,
x = 0, contradiction.
On a donc λ 6= 0, puis :

∀ k ∈ Z, xk =
λk−1

λ
xk−1.

Une récurrence immédiate donne alors :

x1 =
λ0

λ
x0, x2 =

λ1

λ
x1 =

λ0λ1

λ2
x0, ...

∀n > 1, xn =
λ0λ1 · · ·λn−1

λn
x0 =

wn
λn

x0,

∀n > 1, x−n =
λn

λ0λ1 · · ·λn
x0 =

λn

wn
x0.

Comme x ∈ `2C, on a xn −→
n∞

0, donc xnx−n −→
n∞

0. Mais xnx−n = x2
0, d’où x2

0 = 0, x0 = 0, puis
∀n ∈ Z, xn = 0, x = 0, contradiction.

On conclut qu’il n’existe pas de C-sev X de `2C de dimension finie, distinct de {0} et tel que S(X) ⊂ X,
c’est-à-dire stable par S.

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗
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