Préparation a ’agrégation interne de mathématiques

Jean-Marie MONIER

Corrigé de la 2éme épreuve 2003

On note plus simplement ¢? au lieu de ¢%(Z), et (% au lieu de ¢4(Z).

I.
1. C’est un résultat du cours, I’égalité du parallélogramme dans un espace préhilbertien réel (ou complexe).
Rappelons la démonstration :

llu+ 0l + [Ju =l = (Jull> +2 <u, v > +PpI?) + ([ull® =2 <u, v> +|Ppl*) = 2(]ull® +[]o]]?).

2.a) Soit (v(n)) une suite de Cauchy dans /2.

n=0
Soit € > 0 fixé. Il existe N(g) € N tel que :
VYn > N(e), Vi= N(e), |lv(n)—v()|| <e.

On a, pour tout k € Z et tous n,l > N(e), :

Nl

[ = o] < (Y @k = v®e)*) " = llom) — o) <.

kez
2.b) Soit k € Z. D’apres a) :
Ve>0, 3N(e) €N, Vn,l > N(e), |v(n)y—v(l)|<e.

C’est dire, par définition, que la suite réelle (v(n) k)n cn est de Cauchy. Comme R est complet, cette suite
de Cauchy converge vers un réel, noté vy, :

VkeZ, vin)g — vg.

2.c) Puisque v(N(g)) € (2, les séries Z (v (N(E))k)2 et Z (’U(N(E))k>2 convergent. Il existe donc K € N
k<0 k>1
tel que :

et donc :
[k|>K

2.d) L’entier K a été fixé en c). Soit L € N tel que L > K. D’apres 2., on a, en remplagant { par N () :

lv(n) —v(N(e)ll <e.



On a alors :

> (e —v(NE),)"]T <[ X @ - o(N),)]

K<|k|<L keZ

o=
N

= llv(n) —v(N(e))|| <e.

On déduit, en faisant tendre I’entier n vers 'infini, par théoreme sur la limite d’une somme d’un nombre

fini fixé de suites : .
> (- v(VE))] <
K<[kIKL

On applique alors I'inégalité triangulaire usuelle dans R? (ol d désigne le nombre de termes de la somme) :

-

> ] = [ 2 (o), @), ]

K<|k|<L K<|kI<L
1 1
< [ X @-owey +] X e
K<|k|<L K<|k|SL
1 1
< Z (vk—v(N(a))ﬂ2+[ Z v(N(e))ﬂ2 < ete=2<3e
K<|k|<L K<|k|

2.e) e D’apres d) :

Ve>0, 3K eN, VL> K, VM > L, [ 3 vﬁ}%g{ 3 vz]%gk.

L<|k|<M K<[kI<M

Ainsi, les séries g v? et E v? sont de Cauchy. Comme R est complet, ces deux séries convergent, et
k<0 k=1
donc : v € £2.

e D’apres 2., pour tout p € N :

Nl=

Vn > N(e),VI> Ne), [ > (vn)e - v(g)kﬂ < [Z (v(n)g — v(lmz]% <e,

|k|<p kez
d’ou, en faisant tendre I’entier [ vers 'infini, par théoreme sur la limite d’'une somme d’un nombre fini
fixé de suites : )
212
[ g (v(n)k — vi) } <e.
|kl<p

Il en résulte v(n) —v € £2 (ce qu'on savait déja car v(n) € €2, v € (2, et £? est un R-espace vectoriel)
et, en faisant tendre ’entier p vers l'infini :

[NIE

o) = ol = [ D (v —we)°]” <.

keZ

Ceci montre ||v(n) —v|| — 0, autrement dit : v(n) — v dans 2.
noo noo

On vient de montrer que toute suite de Cauchy de 2 converge dans £2, c’est-a-dire :

£? est complet pour ||.|| ‘




3.a) Soient C' un sous-ensemble non vide, fermé, convexe de 2, et (v(n))n>0 une suite dans C' telle que :
o)l — d.

ou d=Inf{|[v]|;v € C}. Il est clair qu'une telle suite existe.

Soient n,l € N. On a, en utilisant 1. :
50t —o®)||" = 3 (el +11@)1?) |5 w0 + o)

Comme C'est convexe et que (v(n),v(¢)) € C?, on a %(v(n) + v(l)) € C, et donc H%(U(n) + v(l))H >d,
d’ou : -
|5 @) =o@)||" < 5 (Rl + @] ?) - ¢
3.b) Existence :
Soit € > 0 fixé. Puisque |[v(n)|| — d, il existe N(g) € N tel que :
Vn > N(e), |[v(n)|]®—d* <2

On a alors, pour tout n > N(g) et tout [ > N(e) :

1 1 1
= S(lb@)I? = &) + S(ROI? - &) < 58+ 562 =<2,

N)M—l

1 2 2
5 (@I +[lo@?) - @

d’ot, en utilisant a) :

et donc :

[lo(n) —v(DI] < 2¢
Ceci montre que la suite (v(n))n>0 est de Cauchy dans £2.
Comme ¢? est complet (d’apres 2.), la suite (v(n)) converge vers un élément v de £2.

De plus, (v(n))

n=0
est & termes dans C et C est fermé, donc v € C. Comme |[v(n)]] — d, et que
noo

n=0
lo()l] — [loll, ona: ||v]| = d.
Ainsi, il existe un élément v de C tel que ||v|| = d.
Unicité :
Soient v, w € C tels que : ||v|]| = |Jw|| = d. On a, d’apres 1. :
2 ) 2 1 2
[ztw=wll = 3001 1101 =[50+ ][ = & - [+ ]

1 1 2
Comme C' est convexe et que (v,w) € C?, on a 5(1} +w) € C, et donc H§(U + w)H > d?, d’on :
2
l50-m| <o
et donc v = w.

Ceci prouve l'unicité de v € C' tel que ||v|| = d.



4.a) On suppose ici que C' est un sous-ensemble non vide, fermé, convexe de ¢2, différent de ¢ et de {0}.

Puisque C' # {0} et C # (2, il existe a € C tel que a # 0, et il existe b € £2 tel que b ¢ C. Notons
S le segment [a;b]. Puisque S est convexe (cours), S est connexe (cours). Comme S rencontre C' (car
a € S N C) et rencontre £> — C (car b€ S N (¢2 — C)), d’apres le cours, S rencontre IC. 1l existe donc
ue S nocC.

Siu # 0, on a alors u € 9C — {0}, donc 9C — {0} # @.

Supposons u = 0. Comme b € /2 — C et que ¢?> — C est ouvert (complémentaire d'un fermé; £2 est fermé
car complet), il existe € > 0 tel que : B(b,e) C £2 — C. 1l existe alors un élément b’ de B(b,e) qui ne
soit pas sur la demi-droite d’origine a et passant par b (car £? n’est évidemment pas de dimension < 1).
En refaisant le raisonnement précédent, il existe v’ € [a;b'] N OC. Comme [a;b] N [a; V] = {a}, et que
u’ # a, on a nécessairement u’ # u et donc u’ # 0.

Finalement :

| oC — {0} # 2|

4.b) D’apres a), il existe u € OC tel que u # 0. Puisque u € £2 — C, et que ||u|| > 0, il existe v € £2 — C tel

que :
e — o] < =|Ju]
u —v —ull.
2
On a alors : .
loll = [Ju = u =) || >l = I — o1} > 5l
d’ou :

Inf{|lv —z|[;2 € C} <lv —ul| < %HUH <Ifoll.
De plus, comme v ¢ C, et que C' est fermé, on a :
Inf{||v — z|| ;2 € C} = d(x,C) > 0.
On conclut qu’il existe v € €2 tel que :

0 < Inf{||lv — z|| ;2 € C} <|[|v]]-

4.c) En appliquant le résultat de 3.b) au translaté de C' par le vecteur —wv, il existe p € 9C tel que :
lv = pll = d(v,C) <[]l
Comme ||v — p|| < |[v]|, on a nécessairement p # 0, et ainsi : p € IC — {0}.
4.d) Puisque C est convexe et que (p,q) € C?, on a, pour tout A € [0;1] :
A+ (1—=NpeC,
d’ou :
[lv=pll* = (d(v,€))* < [Jo—(Ag+(1=Xp)||” = ||(v=p)=A(g—p)||* = [[v=p|*~2X < v=p, g—p > +)*lg—p|1%,

et donc :
YA€E0:1], 0<-2X <v—p,q—p>+A°|lg—pl*.



En divisant par A :
YA€]0:1], 0< -2 <v—p,q—p>+Alg—pl*

On déduit, en faisant tendre X vers 07 : 0<-2<v—p,q—p>,

et finalement :
<v—p,q—p><0.

Autrement dit, ’angle entre v — p et ¢ — p est obtus.

II.

1. C’est un théoreme du cours sur les applications linéaires continues. Redémontrons-le.
(i) = 3{):
trivial.
(i) = (i) :
Supposons T continue en 0.

Il existe en particulier n > 0 tel que :
vee B, (lloll<n = IIT(@l<1).

Soit « € E tel que ||z]| < 1

1
Siz # 0, comme Hn” HH 7,00 & : HT( H ”)Hgl, d’ou ||T(2)|] < =]|z||-
n
. 1
Siz =0, alors ||T(z)||=0< —||z|]
n
. 1
Ceci montre que {||T(z||;||z]| <

1} est un sous-ensemble borné de R (minoré par 0 et majoré par —).
n

(i) = (i) :

Supposons que {||T(x)||;||z|| < 1} soit un sous-ensemble borné de R. Il existe donc M € R, tel que :
veer, (llall <1 = [T < M).

Soit g € £2. On a, pour tout x € £ — {xg} :

IT(@) = T(ao)ll = 1T — o)l = Il = woll |7 (=0 )| < Il = wol 1,

donc :

ve>0,3>0 (1= ). veed, (llo-woll <n = |IT@) - T(@o)ll <)

€
M+1
Ceci montre que T est continue en g, et donc T est continue en tout point de £2.

En fait, la démonstration précédente établit que T est M-lipschitzienne.

On note ici L(£2) I'ensemble des applications linéaires continues de ¢ dans ¢2, au lieu de la notation
habituelle £C(¢?).



2.a) Il s’agit encore de résultats du cours. Redémontrons-les.
o L(¢?) C L(£?) (R-espace vectoriel des endomorphismes du R-espace vectoriel £2).
o L(?) # @, car 0 € L(¢?), Papplication nulle étant linéaire et continue.
e Soient a € R, S, T € L(¢?). Puisque S et T sont continues, a.S + T est continue, donc oS + T € L(¢?).
Ainsi, L(¢?) est un R-espace vectoriel, sous-espace de L£(¢?).

e L’application |||z : L(¢?) — R est correctement définie, car, pour toute T € L(¢?), 'ensemble
{|T(x||;||x|]| < 1} est une partie non vide et majorée de R, donc admet une borne supérieure dans R,
notée ||T|L.

e Si ||T||L =0, alors : Vo € 2, (||z|]|<1 = T(z) =0), puis, comme T est linéaire : T = 0.
e On a, pour tout o € R et toute T' € L(£?) :

|aTl|z = Sup [[(aT)(2)|| = Sup |of [[T(2)]] = |af Sup [|T(2)|| = |af||T]|L.
I IEI =<1

e On a, pour toutes S,T € L(¢?) :
1S+ Tl = Sup [|(S+T) ()|l = Sup [|S(z)+T(x)|| < Sup (||S()I|+||IT(=)]])

[lz]|<1 llzl[<1 [lz]|<1

< Sup [[S@)[[+ Sup [IT(@)[] =S|Iz + [Tl

[lzll<1 llz]|<

Ainsi, ||.||1 est une norme sur L(¢?).

De plus, par définition de ||.||f :
VT € L(¢?), Yo € 2, [|T(2)l| < |IT/]z]lxll-

2.b) Soit & > 0. Puisque la suite (7},),>0 est de Cauchy dans (L(¢2),|.]|1), il existe N(c) € N tel que :
Vn>= N(e), Vi=N(e), ||[Tn—TllL <e.
On a alors :
Vn = N(e), V= N(e), [[Tn(z)—Ti(x)|| = (Tn —T1) ()| <|Tn — Til|Lll2]] < elz]].
Ceci montre que la suite (Tn(:c))n>o est de Cauchy dans 2.
2.c¢) Avec les notations de b), puisque (Tn(x))n>0 est de Cauchy dans ¢2 et que £2 est complet (I 2.), la suite
(Tn(ac))n>0 converge vers un élément y de £2. Notons T : ¢? — (2, x — y D’application ainsi définie,

c’est-a-dire :
Vo e? T(r)=1limT,(z).
noo

e On a, pour tout a € R et tous z1, x5 € £? :
To(axy + x2) = Ty (x1) + Tr(a2) — oT(z1) + T(z2),
donc :
T(axy + x2) = T (x1) + T(x2).

Ainsi, T est linéaire.

Ceci revient a remarquer que, si une suite d’applications linéaires converge simplement, alors la limite
simple est aussi linéaire.



e Puisque (T,)n>0 est de Cauchy dans (L(¢2),|[.]|z), et que :
Vn,leN, [Tl = ITlz| < |ITw = Tz,

la suite (\|Tn|| L)n>0 est de Cauchy dans R. D’apres le cours, toute suite de Cauchy est bornée. Il existe

donc M € Ry tel que :

Soit = € £2 tel que ||z|| < 1. On a :
VneN, [|Tu(x)l] <||Tallzlll] < Ml|z]].

D’autre part, Ty(x) — T(x) dans ¢2, donc ||T,,(z)|| — ||T()||. I s’ensuit, par passage & la limite
noo noo
dans une inégalité :

T ()] < M|l
Comme T est déja linéaire, il en résulte T' € L(¢?).

Ainsi, toute suite de Cauchy dans L(¢?) converge dans L(¢?), et on conclut :

(L(€%),]].|L) est complet

Plus généralement, pour tous espaces vectoriels normés E, F, si F est complet, alors LC(E, F') est complet.

3.a) L’énoncé est ici incorrect, par oubli de : T'S € L(¢?).
Comme S et T sont linéaires, par composition, T'S est linéaire.

D’autre part, pour tout x € ¢2 :

(TS) (@) = TS @I < TS @) < T LlIS] L]zl
Ceci montre : TS € L(£?) et ||TS||L < ||T||L]]|S]|L-
Une récurrence immédiate montre alors, avec aussi ||I]|p =1 :

VieN, [T, < T}

3.b) e Nous allons montrer que la suite (Sk(t)) est de Cauchy dans L(¢?).

K>0

Soit € > 0 fixé. On a, pour tous K, L € N tels que, par exemple, K < L :

K = Lo Lo Lo
Isk@ - se@lle = || 51 -2 57| = || X 57 < X Gl < Y ST
j=0 J: j=0 J: j=K+1 J: j=K+1 J: j=K+1 J:

a
D’apres le cours sur les séries entieres, pour tout réel a, la série numérique Z —y converge (et a pour
i=0 7"
1 :
somme e%), donc la série Z 7||T ||}, converge. La suite des sommes partielles de cette derniere série est
i=07"
donc convergente, et il en résulte que la suite (Sk (7))
e Comme L(£?) est complet et que (S (T))
L(¢?) vers un élément noté Exp (T).

2
k>0 st de Cauchy dans L(0%).

est de Cauchy dans L(£?), (Sk(T)) converge dans

K>0 K>0



3.c) Soient A, B € L({?) tels que AB = BA. On a, pour tout n € N :

S g e mr = (S5 (S 70|, - | 5 g S cram =S5 ],

k=0 " m=0 j=0 1= 07
S St LI D SO
B ml(k —m)! ! L N L
k=0 =0 1=0 0<j<n, 0<KI<n, j+I=n+1
< > A IBIL = (30 A1) (3 FIBIL) = 3 (14l + 1Bil)".
0<j<n, 0<i<n, j+l>n+1] ! j= =/ =0 k=0

e Le dernier membre apparu ci-dessus tend, lorsque lentier n tend vers linfini, vers le réel
ellAllzellBlle — llAllL+IBllL  qui est nul par propriété de 'exponentielle sur R. On a donc :

S fs o= (S 50) (1), =

Mais, par définition de Exp dans L(¢?), on a :

n

1 "1
> k'(AJrB) — Exp(4+B), Z AJ — Exp(4), ﬁBl — Exp(B).
k=0 =0/ =0 "’ )

On a donc :
Exp (A + B) — Exp (A)Exp (B) =0,
et on conclut :
Exp (A + B) = Exp (A) Exp (B).

I1I1.

1. e Montrons D C L(¢?).

Soit T' € D. 1l existe une suite bornée (t;)x de CZ telle que :

Vo= (Uk)k € 52, T(U) = (tk’l}k)k.
* On a, pour tout v € £2 et tout k € Z :

T (0)k| = [tevr] = |t [or] < [[#]]oo|vr],

ol on a noté |[t||cc = Sup |tx|.
kEZ

Puisque v € £2, les séries E vi et E vi convergent, donc, par théoreme de majoration pour des séries
k<0 E>1

A termes réels > 0, les séries Z (T(v)k)2 et Z (T(v)k)2 convergent. Ceci montre :
k<0 k>1

Yo e ?, T(v)el?

et donc T est une application de £2 dans ¢2.



* On a, pour tout o € R, tous v,w € % et tout k € Z :
(T(ow + w))/C = tp(aw + w)y, = ty(avg + wi) = atpog + trwy = oT (V) + T(w), = (T (v) + T(w))k7

d’ou : T(aw + w) = oT(v) + T(w),
et donc T est linéaire.

* On a, pour tout v € £2 :

1 1 1
Tl = [ 3 @] < [ S IE?]” = 11the | S 0] = tllelloll
keZ keZ kezZ
et donc, puisque T est déja linéaire, T' est continue, et on conclut : T € L(£?).
Ceci montre :
D c L(¢?)

e D +# @, car 0 € D, ol 0 est Pendomorphisme nul de ¢2, correspondant & la suite bornée (¢ ); nulle.
e Soient @ € R, S, T € D. Il existe des suites réelles bornées (s)rez, (tr)rez telles que :

S(U)k = SgUL

Yvel? YVkel, {
T(’U)k :tkvk.

On a alors, pour tout v € 2 et tout k € Z :
(@S +T)(v)), = (aS) + T(v)), = aS(V) + T (V) = aspvy + trog = (ask + tr)vr,
donc aS + T € D, puisque la suite réelle (asy + tx)rez est bornée.

e Soient S, T € D. 1l existe des suites réelles bornées (si)rez, (tr)rez telles que :

S(’U)k = SkUL

Voel?, VkeZ, {
T(U)k :tkvk.

On a alors, pour tout v € £2 et tout k € Z :
(TS)(v)),, = (T(S(v))), = trS(W)k = taskvr,
donc T'S € D, puisque la suite réelle (txsk)rez est bornée.
On conclut que D est une sous-algebre de L(¢?).
Remarquer que I € D, car la suite constante (1) est bornée.
2. (i) = (i):

Supposons T € D. 1l existe une suite réelle bornée (tx)xrez telle que :

Yoe P, VkeZ, T =trg.

Notons A = |[t||ec = Sup |tg|-
keZ

Soit @ = () € Pyou: Vk €Z, x> 0.O0n a, pour tout k € Z :
()\I — T(:L'))k = )\Ik - T(I)k == )\Ik - tk:rk == ()\ - tk)l’k 2 0
()\.%‘ -I—T({E))k = \xk —I-T((E)k = Az + tpxy = ()\ + tk>£L‘k > 0.

Ainsi :
M—T(x)eP et Mx+T(x)eP.



(i) = ():
Réciproquement, supposons qu’il existe A € R, tel que, pour tout z € P, on ait :

M—T(x)eP et Xx+T(x)e€P.

Soit v = ('Uk)k:GZ € 2.

Notons, pour tout k& € Z :
+_ 1 -~ 1
T =, = 5(\%\ +up) et yp=v, = §(|vk| — Ug)-
On a ainsi, pour tout k € Z :
20, Y20, ptuyr=|vkls Tk — Yk =0k
En particulier :

VkeZ, 0<xp<|vg] et 0<yg < vl

Comme v = (vg)rez € €2, il en résulte, d’apres le théoréme de majoration pour des séries & termes
réels > 0, que x = (11)rez € 02 et y = (Y )rez € £2.
On a ainsi :
v=x—-y, z€bP yeP
Soit k € Z.
Supposons v = 0. Nous allons montrer qu’alors T'(v); = 0.
Puisque vy = 0, on a x; = yi = 0. En appliquant 'hypothese a = et a y, on a :
{)\:c—T(x) €P et X+T(x)eP
My —T(y)eP et Ay+T(y) €P,
donc en particulier :
{)\{Ek —T({L‘)k > 0 et )\wk+T(l' k 20
Mg —TWe =20 et Ay +T(y)x =0
d’ott T(x)r =0 et T(y)r =0, puis :

)

T()k = (T(x—y)), = (T(@) = T(y)), = T(x)x — T(y)x =0-0=0.

Ceci montre :
VkEZ, v =0 = T(”U)k:O.
T'(v)k

Donc, pour tout k € Z, il existe t; € R tel que : T(v)g = tgvg. En effet, si vy # 0, on prend ¢, = ,
Uk

et, si v = 0, tout réel convient pour ty.

On a ainsi établi que, pour toute v = (vi)rez € £2, il existe (t)rez € CZ telle que :
Vk € Z, T(’U)k = {LVk.

Montrons maintenant qu’on peut choisir (t;)rez indépendamment de v.

Soient v,v’ € £2, (tx)kez, (t),)kez des suites réelles telles que :

VkeZ, T(’U)k = trvr et T(’Ul)k = t;v;e.

10



Soit k€Z.On a:
(Vv — Vv ) = VUK — VEUE = 0,

donc, comme on I’a vu plus haut :
0= (T(vpv —vp")), = (T (v) — T (")), = v, T (V) — T (V" )k = Vitrvr — VitLV), = Vrvg (te — 1),
d’ou, si vy, # 0 et v}, # 0, alors ¢}, = tg.
Ceci montre que la suite (tx)rez ne dépend pas de v.
Enfin, d’apres Uhypothese appliquée, pour k € Z fixé, a la suite e(k) = (0;)1cz € P, on a :

Xe(k) —T(e(k)) € P et Xe(k)+T(e(k)) € P,
d’ou en particulier, en prenant le k-eme terme :

A=ty >0 et A+t >0,

donc |tg| < A

Ceci montre que la suite (¢x)kez est bornée.

3. Remarquons d’abord que, si @ est un cone fermé, alors, pour tout (a,b) € Q2 on a %(aer) €qQ
(car @Q est convexe), puis a + b = 2%(a +b) € Q (par hypothese). Ainsi, ) est stable par addition.
De plus (si Q # @), il existe g € @, puis 0 = 0g € Q.
e Ap # @ car 0 € Ag, correspondant a A=0et 0 € Q.

e Soient S,T € Ag. On a déja S+ T € L(¢?).
Il existe A € Ry tel que :

Vee®, M-S e et \x+5(x) e,
et il existe p € R, tel que :

VeeQ, pr—T(x)e@ et ux+T(x)eQ.
On a alors, en notant v = A+ p e Ry @

ve — (S+T)(z) = (Az — S(2)) + (pz — T(z)) € Q

donc S+ 7T € Ag, correspondant a v = A+ p € Ry.

e Soient « € Ry, T € Ag. On a déja oT € (2.
Il existe A € R tel que :

Vee®, M-S e e \x+S5(z)eQ.
On a alors, en notant v = al € Ry :

ve — (oT)(z) = a(Az — T(z)) € Q

Vreq, {Vx + (aT)(z) = a(Az + T(x)) € Q,

donc o' € Ag, correspondant & v = aX € Ry.

11



e Soit T' € Ag. On a déja —T € L(/?).
Il existe A € Ry tel que :
VeeQ, M-S eq e \x+S(x)eq.
On a alors :
A —(-T)x)= +T(z) €Q

Ve Q, {)\iﬂ‘i’ (7T)(‘T) = )\ — T(SU) S Qa

donc —T" € Ag, correspondant & A € R.
e Soient S,T € Ag. On a déja T'S € L(£?).
Il existe A € Ry tel que :

VeeQ, M-Sk e et M+ Sx)eq,
et il existe p € R4 tel que :
VeeQ, pr—T(x)e@ et ux+T(x)eE€Q.
Soit z € Q. On a: y = Az — S(x) € Q, puis :
py —T(y) €@ et py+T(y) €@
c’est-a-dire :
prz — uS(x) = AT(x) + TS(x) € Q@ et pix —uS(x)+AT(x) —TS(z) € Q.
De méme, on a z = Az + S(z) € Q, puis :
pz—T(z) €Q et puz+T(z) €Q,
c’est-a-~dire :
pAz 4+ uS(x) = AT(x) —TS(z) € Q et pix+ uS(x)+ AT(x)+TS(z) € Q.
Comme ( est convexe, la demi-somme de deux élements de @) est dans ), d’ou en particulier :
u e —TS(z) € Q et prz+TS(z) € Q.
Ceci montre T'S € Ag, correspondant a uX € R,.

Finalement :

’ A est une sous-algebre de L(¢?) ‘

4.a) Soit S € L(£?) tel que S(Q) C Q. On a donc, par hypothese :
Vee@, Sk)eaq.
Il en résulte, par une récurrence immédiate : VreQ, VjeN, Si(z)eq,

1
puis, comme @ est un cone fermé et que les — sont tous > 0:
4!
. 1,
Vre@, VjeN, ﬁSj(a:) € Q,

puis, comme () est stable par addition : Ve e, VneN, Z 753 (z) € Q.

=07’
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Enfin, puisque @ est fermé, par passage a la limite lorsque ’entier n tend vers l'infini :
A
Exp (x) = Z ﬁSJ(x) €qQ.
j=0
Ceci établit : Vz € Q, Exp(z) € Q, c'est-a-dire : Exp (5)(Q) C Q.
4.b) Soit T' € Ag. Il existe A € Ry tel que :
Vee®, d-Tx)eQ et ex+T(z) €Q.

Notons S = Al + 7. On a donc S € L(¢?) et S(Q) C Q. d’olt, d’apres a) : Exp (5)(Q) C Q.
Mais AT et T commutent, donc, d’apres I1I 3.c) :

Exp (S) =Exp (M +T) = Exp (AI) Exp (T).

Et :
Ry I R |
Bxp(\D) = > N1 = (Y )1 =e'r.
jzoj' j=0 J:
Do :

Exp (S) = ¢* Exp (T).

Soit x € Q. On a vu plus haut : Exp (9)(z) € Q. Comme e~ € R et que Q est stable par multiplication
par les nombres réels > 0, on a : e~ Exp (5)(z) € Q, c’est-a-dire Exp (T')(z) € Q.

Ceci montre : Exp (T)(Q) C Q.

IV.

1. Soit @ un cone fermé différent de ¢? et de {0}. D’apres III 3. et III 4.b), I'algebre A satisfait (H).
2.a) D’apres I 4. d), il existe v € £2 et p € 9Cy — {0} tels que :

{VxECo, <v—p,x—p><0
p#v.

Notons w = v — p. On a alors p € Cy — {0} (car 9Cy C Cy = Cp), w € 2, w # 0 et :

VeeCy, <w,z—p><0.

2.b) Soit T' € A. On a, pour tout s € R :

+oo 1 , +oo Sj ) +oo 1 ] ]
or(s) =< w, Exp (sT)(p) >=< w, (ZT(ST)j)(p) >=< w,ZjTJ(p) >= Z (f' <w, T (p) > )sj,
j:OJ' j=0 J: j=0 J:
ce qui montre que ¢ est développable en série entiere en 0, de rayon infini.
+oo —+oo
La propriété < w, Zuj > = Z <w,u; > vient de la continuité du produit scalaire, elle-méme
Jj=0 Jj=0

conséquence de 'inégalité de Cauchy et Schwarz.
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2.c) On remarque :
dpr(0)=<w, Exp(0)(p) >=<w, I(p) >=<w,p>.

D’otl, d’apres 2.a) :
Ve eCy <w,r><<w,p>=d¢r(0).

D’autre part, pour tout s € R, sT € A, donc, comme p € Cy, on a, d’apres III 4. b), Exp (sT)(p) € Co.
Il en résulte :
¢r(s) =<w, Exp (sT)(p) >< <w, p>=¢r(0).

Ainsi, ¢ admet un maximum local en 0.

2.d) Soit T € A. Puisque ¢ est développable en série entieére en 0, ¢ est dérivable en 0 et ¢/.(0) est le
coefficient de s dans le DSE(0) de ¢r, ¢’est-a-dire :

Br(0) = 1 <w, T'(p) > =< w, T(p) >

Comme ¢ est dérivable en 0 et que ¢ admet un maximum (global donc) local en 0, on a : ¢/-(0) = 0.
On conclut : < w, T(p) >=0.
3. On suppose ici qu’il existe T € A tel que T'(p) # 0.
On note My = {T'(p);T € A}, orbite de p sous A, et M = M, Padhérence de My dans ¢2.
o Par définition, M est une partie fermée de £2.

e On a My =TIm (p), ot :
0: A — 12 T +— T(p).

Comme ¢ est linéaire, My est un sous-espace vectoriel de £2. D’apres le cours, 'adhérence d'un sev est
un sev, donc M est un sous-espace vectoriel de ¢2.

e Par hypothese, il exite T € A tel que T'(p) # 0, donc My # {0} (et My D {0}), donc, comme M
contient My, M n’est pas réduit a {0}.

e Soit x € M = M. 1l existe une suite (7},),>0 dans A telle que : T,,(p) — x. On a, d’apres d) :

noo
Vn=0, <w,T,(p)>=0,
d’out par passage a la limite lorsque 'entier n tend vers l'infini : < w, z >=0.
Ceci montre : M C (Rw)t, et donc, comme w # 0, on a, en particulier w ¢ M, et finalement M # (2.
e Soient T' € A, z € M. Il existe une suite (7},)n>0 dans A telle que T,,(p) — . On a, pour tout
noo
n>20, T, € Ajcar T € A, T,, € A et A est une algebre. Et :

Vn >0, (TT,)(p) = T(Tn(p)) — T(x)

noo

car T est continue et T,,(p) — =.
noo

Ceci montre que T'(z) est limite d'une suite d’éléments de My, donc T'(x) € My = M, et finalement :

T(M)C M.
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4. On suppose ici : VT € A, T(p) =0.
Notons D = Rp = Vect {p}, droite vectorielle engendrée par p.

On a, pour tout « € R :
T(ap) =aT(p) =0€ D,

donc T(D) C D. En fait : T(D) = {0}.
5. Evident d’apres 3. et 4., les deux cas se complétant :
edT c A, T(p)+#0 question 3.
eVT €A, T(p)=0 question 4.

V.
Notons oo = Inf{A;;k € Z} et 8 =Sup{A\p;k €Z}; onadonc: 0 < a << +o0.
1. e Soit = (zy)kez € (2. Notons y = S(x) = (yx)rez, définie par :
Vke€Z, yp =A_1Tk_1-

Ona:
VEk€Z, |ycl* = M1 op—1]® < B%ap-1 ]’

(Sl < 8[ S wensP]” = Bllall < +oc.

kEZ keZ

d’ou :

D=

ce qui montre y € (2.
Ainsi, S est une application de ¢% dans (2.

e La linéarité de S est immédiate; en effet, pour tous o € C, u = (ug)rez, v = (Vg )kez € (o, k €Z :

S(au+v)g = Ag—1(au 4+ v)g—1 = Ap—1(Qur—1 + Vp—1) = aAp—1Up—1 + Ag—10k—1 = @S(u)g + S(V)k.
e On a vu plus haut :
Vo e g, |IS@) < Bl
donc, puisque S est déja linéaire, d’apres II 1., S est continue.

e D’apres (B), il est clair que :
VkeZ, M\ #0.

Considérons la suite (uy)rez définie par :

1
VkeZ = —.
y Mk )\k

Il est clair alors que :
—1
Inf {juy sk € Z) = (Sup{)\k ke Z})
-1
Sup {pk;k € Z} = (Inf{)\k;k € Z}) ,

donc :
0 <inf{ug;keZ} <Sup{uk;k €Z} < +oo,

c’est-a-dire que la suite (ug)rez satisfait aussi (B).
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1
1l est clair que, pour toute suite y = (yg)x € K(zc, la suite (/\—ka) est dans &%.
k keZ

Considérons ’application
T:lg — 2, y=(yp)kez — T(y)
définie par :
VkeZ, T(yk= )\iyk-i-l-
k
Il est clair que T'S = ST = I et que, comme pour S plus haut, T est linéaire et continue.

Ainsi, S est inversible et S™! est continue.

2. On a, pour tout y € F et tout k € Z :

SW (e =SW (W), = X1 W@)k-1 = Me—1wWk—1Yk-1 = Wih—1 = wrS1(y)x = (W (S1(¥))), = WS1 (),

d’otut :
SW(y) = WSi(y).
3.a) On a:
wo = ]., w1 = )\0’(1)0 = )\0, Wo = )\1’(1)1 = )\1)\07
1 oo _ L w1
0 9 —1 )\_1 )\_1; —2 )\_2 )\_1)\_2,

d’ou, par une récurrence immédiate :

n

Vn eN, wn:nl:[l)\k et w,n:(H)\,k>
k=0

k=1

-1

Comme on suppose de plus :
VkeN, Aj_1=\",

on obtient :

n n—1
VneN, w_,= H)\k_]': H)\k:wn.
k=1 k=0

3.b) 1) e Il est clair que :
VjieZ, (j)eE,

car £(j) est une suite (indexée par Z) & support fini et vérifie :

VkeZ, e(j)-k = (-

e Soit (j,1) € Z? tel que j # 1.
Sij # -1, alors :

donc :

Sij=—l,ona:

. 1 i 1 i
<5(])75(l)>:ﬁﬁ+ﬁ(f—):0.

Ceci montre que la famille (¢(j))._, est orthogonale.

VIS
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e Il est clair que :
le(0)[[> =1

Viz1 eI =1

12 12
-5l +
‘\/5’ V2
‘ i P2 P2
vi<-L GNP =| 5[ +]- 5| =1
et donc la famille est normée.

Finalement, la famille (e(;j ))J <y est une famille orthonormale d’éléments de E.

2) @ E C (2 et (% est un R-espace vectoriel (et aussi un C-espace vectoriel).
e E# o car0€ E.
e Pour tousa € R, z,y € F,on a :
Vk€Z, (ax+y)—k =ar_k +y_r = aTf + J = axk + Y, = (@ + Y)k,

donc ax +y € F.

ainsi, F est un R-espace vectoriel.

3) e Considérons, pour tout v = (vy)x € £2, I'élément x de C% défini par :

o = Vo

donc z € E.
L’application f : 2 — E, v — z ainsi définie est clairement R-linéaire.
e Considérons, pour tout = ()rez € E, 'élément v de CZ défini par :
Vo = I
Vn>1 v,= Re(\/ixn)
V=1, v, =Im(2z,).
11 est clair que v € £2.
L’application ¢ : E — (2, & —— v ainsi définie est clairement R-linéaire.
e On a, pour tout v = (v, )nez € 2 :
(g0 ) = (9(£)), = FW)o = v

© Y1 (go v = (s(f)), = v2 L ; Ho %(vn J:/i;_n = 7;_”) = Un

V=1, (g0 f)v)-n=(9(f())_, = ﬂf(v)"z;lf(”)" _ %(Un +\/i2j)—n U ?[121)—71> o

Dou: go f=1Id.
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e On a, pour tout & = (2, )nez € F :

x (fog)(x)o = (f(9(x)), =9(x)o =0

x VYn>1, (fog)(x)n:(f(g(x)))n:w: ! (\/ﬁwn—’—ﬂ—l—i\/ixn_,ﬁ):mn
1

V2 V2 2 2

03 (Fog)a)n = (flo@)_, = LR (Ve et

Dou: fog=Idg.
e On a, pour tout v = (v, )nez € 2 :

Uy, + 10—y, 2

V2

Uy — 1U_p

2 I=
_Z N

n=1

+oo
IF@IE = o2+
n=1
+oo 1
= |vo|* + Z 5 ((\vn|2 + U VU—p — 100y + |U_n|2) + (|vn|2 — Uv_p + 10,0, + \v_n|2)>
n=1

+oo
= ool + ) (loal® +v-af?) = D Joal =[0I,

n=1 nez

donc f est une isométrie.

Finalement :

E et 2 sont des R-espaces vectoriels isométriques

4. Soit y = (yx)kez € F. On note y le polyndéme trigonométrique défini par :
VieR, §(t) = e,
kEZ
ou la somme est a support fini, puisque y € F.
e Supposons y € F, c'est-a~dire : Vk E€Z, y_r = Ug-
On a alors :
VieR, §(t) =Y yreltt = gre =Y "y e = Nyl = (1),
kez kez kez ==Kz
donc :

VteR, §(t) R

e Réciproquement, supposons : Vt € R, g(t) € R.

On a alors :

VteR, Zykeikt =7t =75(t) = Zykeikt - Zﬁeqkt _ Zy_leilt’
ke kez, kez lEZ
d’out : .
VteR, Z(yk — 7 )t = 0.
k€EZ

Le polynéme Z(yk — E)Xk s’annule en une infinité de points (tous les complexes de module 1), donc

kEZ
ses coeflicients sont tous nuls. D’ou: Vk€Z, yr —7_r =0, et doncy € E.
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5.a) Soit z € E. On a :

1 1 —_—
VkeZ, S(Ji)_k = Ak 1T g1 = T Tkl = T Tk4+1 = S_l(l‘)k.
Ak Ak

D’ou, pour tout k € Z :

Ceci montre :
VeeE, Cx)eFE et D(x)€E,
et on conlut :

C(E)CE e D(E)CE.

5.b) Soit z € P. Il existe y € F tel que :
{z =W(y)
VteR, y(t) e Ry.

e On a, pour tout k € Z :

donc z € E.
Ceci montre : P C E.

e On a:
1 271' 1 271' lktd 1 27\' lktd
— [ g)dt=— t=— t=
o [, 7O 277/0 > ke ZWZyk/O e Yo
keZ keZ
car :
/%eiktdt:{zw si k=0
0 0 si keZ*.
Comme :

VteR, yt) € Ry,

il en résulte, par positivité de 'intégration :

1 27
Yo =5 ; y(t)dt =0
Enfin : 29 = woyo = yo = 0.
e On a: L L
(1= C)(e) = 2 = 5(S(2) + 571(=)) = W(y) — 5 (S(W(w) + 57 (W(w)).

D’apres V 2., on a :
SW(y) =WSi(y)

et S et Sp sont bijectives. D’ou :
(I = O)z) = Wly) — 5 (W) + WS () =Wy~ 3 (S1(9) + 57 (0) ) = W(w),

1
en notant u =y — i(sl(y) +57(y))-
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On a déjau € F.
De plus, pour tout t € R :

at) = Zuk ikt — Z (yk _ Ykt ;rykﬂ)eikt

keZ kEZ

_ Zuk olkt % Zyk—l okt _ % Zka olkt — Zukeikt _ % Zyl Qi+t %Zyl ell=1t

kez kEZ kEZ kEZ I€Z =
1 . 1 .
= (1) — () — L) e = (1 — cos 1) > 0,
car 1 —cost >0 et gy(t) > 0.
Ainsi :
(I —-O)(z) =W(y)
yeF
VteR, y(t) =0,
donc, par définition : (I — C)(z) € P.
Ceci montre :
(I-C)(P)cCP.

De méme, en remplagant 1 — cost respectivement par 1 + cost, 1 —sint, 1+ sint, on obtient aussi :

(I+C)P)cP, (I-S)P)cP, (I+S)P)cCP.

5.c) e Montrons que P est convexe.
Soient A € [0;1], 2,2’ € P. Il existe y,y’ € F tels que :

z=W(y) 2 =W(y)
{Vt eR, =0 {VtER, () >0,
On a:
* Az + (1= =AW (y) + (1L =W () =W Ay + (1 = A)y), car W est R-linéaire
* Ay + (1 =Ny’ € F, car F est un R-espace vectoriel

*

VEER, Ayt (1-Ny(t) = O+ (1 - A)yh)e™
kEZ

=AY me™ (L= 0Dy e = A + (1= N)

kEZ keZ

Ceci montre que Az + (1 — )2’ € P, et donc P est une partie convexe de £2.

e On a:
VaeRy, VzeP, azeP.

En effet, il existe y € F tel que :
{2=W@)
VteR, y(t) >0,

et on a :

20

y

(t) > 0.



x az = aW(y) = W(ay)

*ay € F

xVieR, ay(t) = Z(ay)k ekt = Zayk ekt = aZyk et = agi(t) > 0.
k€Z keZ kEZ

e Notons @ = P, adhérence de P dans (2.
Par construction, @ est fermée.

Puisque P est convexe, d’apres le cours, son adhérence @Q est convexe.

Soient z € Q, o € Ry. Il existe une suite (z,), dans P telle que : 2z, — z. On a :
noo

az, — ar,
noo

{VTLEN, az, € P

donc, par définition de ’adhérence, ax € P = Q.
Ainsi :
VaeRy, Ve e, are@.
eOna: Q=PCFE=EFE#(? donc Q # (2.
e Si Q = {0}, alors, comme {0} CPCP=Q,ona P ={0}. Maiseg € F et Vt € R, eo(t) =12>0,
donc W(eg) € P, W(gg) = 0, contradiction avec W(ep)o = wo(g0)o = 1. On a donc @ # {0}.
Ainsi, Q est un cone fermé de %, inclus dans E, et différent de {0} et de E.

e Les applications S et S—! sont continues (V 1.), donc, par combinaison linéaire, C et D sont continues,
puis I —C, I +C, I -5, I+ S sont continues. On a alors, d’apres le cours sur continuité et adhérence,
et en utilisant b) :

I-O)Q)=I-C)P)c(I-C)P)CP=Q,
et de méme :
I+0O)Q)cQ, (I-D)Q)cQ, (I+D)Q)cCQ.
e Notons Q' = f~1(Q), ot f est Iisométrie précisée dans la résolution de la question V 3.b). II est

immédiat alors que Q' est un cone fermé de £2, distinct de {0} et de ¢2.

eOnavu(ba)): C(E)CFE et DE)CE.

Notons: C': E — E, x +— C(z) et D': E — E, x — D(x) les endomorphismes induits respec-
tivement par C et D.

Notons y=f1oC’of et §=f1oD of. Ilestclair que: 7,0 € L({?).
e Montrons : v,d € Ag.
Soit = € Q.
Notons a = f(z) € Q. On a :
=)=z~ f ol of(z)=f"o(I~C)of(x)=f"(f(z)—C'(f(x)))
=fHa=C"a) =TI -C)a) e fTH(UI-O)Q) C Q) =Q"

De méme, on a :

r+y@)eq, z-4x)eq, x+ix)eqQ.
D’apres IV 1., puisque Q' est un cone fermé de ¢2, différent de {0} et de ¢2, algebre Ay satisfait (H).

D’apres IV 5., il existe un sous-espace vectoriel fermé V' de ¢2, distinct de {0} et de £2 tel que :

VT €Ay, T(V)CV.
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e Notons M = f(V). Alors M est un sous-espace vectoriel de E, distinct de {0} et de E. Comme v € A¢y,
on ay(V) CV, cest-a-dire f~1oC’o f(V) CV, d’ou :
C'(M) = C'(f(V)) C f(V) = M,
et donc C(M) C M.
De méme, D(M) C M.
6.a) Soit (u,v) € E%. On a :
<UuU,v>= kavkl:ikZEv_l = Zuwﬁ: Zvﬁul =<v,u >,
keZ lEZ l€Z lEZ
puis :

lu+iv|]P=<utiv,utiv>=|ul>—i<v,u>+<u,v>+v|*=|ul?+|v|>

6.b) e Puisque M est un R-sous-espace vectoriel de E (donc de £?), il est immédiat que .J est un C-sous-espace
vectoriel de (2.

De plus, comme {0} C M C J et que M # {0}, on a J # {0}.
Et, comme M # E, on a J # (2.

e Montrons que J est fermé dans (2.

Soit (w(n))n une suite dans .J, convergeant vers un élément z de £Z. Pour tout n, il existe u(n), v(n) € M
tels que : w(n) = u(n) 4+ iv(n). Notons x,y les éléments de E définis par :

2K+ 72k 2k — Z_k

VkelZ, xp= 5 et Yy = 5

On a donc : z =z + iy. D’aprés a), puisque (u(n) — z, v(n) —y) € M> C E?, on a:

lw(n) = 2|* = [[(u(n) — z) +i(v(n) = y)II* = [lu(n) — z[]* +[[o(n) - yI]*.

Comme w(n) — z, il en résulte :
noo

uln) — = et wv(n) — y.
noo noo

Comme, pour tout n, (u(n)7 v(n)) € M? et que M? est fermé, on a donc (z,y) € M2, et enfin z = z+iy €
J.

Ceci montre que J est fermé dans (2.

e Soit z € J. Il existe (z,y) € M? tel que z = x +iy. On a :

1 o 1 .
== D=_—_(8—
C 2(S+S ) et 2i(S S,
d’ou :
S=C+iD et S'=C+iD,
puis :

S(z) = C(2)+iD(z) = Clatiy)+iD(a+iy) = C(z)+iC(y)+iD(x)—D(y) = (C(x)—D(y))+i(C(y)+D(x)).

Comme C(x), D(x), C(y), D(y) sont dans M (d’apres c¢)), on a C(z) — D(y) € M et C(y) + D(z) € M,
d’on S(z) € M.
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On montre de méme S~1(z2) € J.

On conclut :

S(JycJ et STHJ)CJ
VI.

1. Soit € ¢Z. On connait 'inégalité classique :

[t

¥ (a,b) € R?, ab< =(a® +b?),

[\)

d’ou :

1
VkeZ, |wlm| < 5(101;2 + |zi[?).

Comme les séries E wk_2 et g |ﬂc;€|2 convergent, par addition et majoration, on obtient, avec les notations

kez keZ
de I’énoncé :

> Jwy tak] < +oo.
kezZ

2. D’abord, lapplication Q(z) est correctement définie car, pour tout t € R :
Vke€Z, |w, ze™| = |w, oy,
donc, d’apres 1., la série numérique Z w;lwkeikt est absolument convergente, donc convergente.

keZ

Considérons ’application
Q1 M2 — C, x> Qx)(to).

Ainsi :
My, = ;. ({0}).

o Il est clair que ¢y, est C-linéaire, car, pour tout a € C et tous z,y € é% :

i (ax 4+ y) = Qax +y)(to) = Z wy !t (az + y) et
ez

=Y wi a0+ 3w e = a (@) (to) + 2Ay)(to) = i, (2) + 1, (1),
kez kEZ
Ainsi, M;, = Ker (4,) est un C-sous-espace vectoriel de (2.
e Montrons que ¢y, est continue. On a, pour tout x € K%, en utilisant 'inégalité de Cauchy et Schwarz :

1

1 1 1
_ f 2\ 2 i 2 2\ 2 2
e (@) = | D w o™ < (D wi?) (X fewe™ )" = (3o wi?) (D lanl?)” = llall,
k€EZ keZ keZ

kEZ keZ

1
9\ 2 fex 1o s . .
en notant pu = wi?) . Comme +, est déja linéaire, ceci montre que ;, est continue.
o k Pto ) ’ 0
kEZ

Alors M, = ¢, 1{0} est 'image réciproque d’un fermé par une application continue, donc My, est fermé.

e On a ¢y, (e(0)) = wy ' =10, done ¢y, # 0, d’ott M # (2.
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o Puisque M, est un hyperplan de &% et que &% n’est pas de dimension 1, M, n’est pas réduit a 0.
Finalement, M, est un C-sev fermé de (2, différent de {0} et de ¢%.
3. Soit & € My,. Notons y = S(x), 2 = S~!(z). On a:
VkeZ, yp=S()r = Mp—1Tx-1,
d’ou :

Qy)(to) = nglykeikto = ngl/\k—wk—ﬁikt” = Zwk—lxk—leikto

kEZ keZ keZ

(walxl eilto)eito _ Q(l‘)(to) eito =0,

I€Z

=1
et donc, par définition, y € My, .

De méme : Q(2)(to) = Q(x)(to) e~ = 0, donc z € My,.
Ceci montre S(z) € My, et S™1(z) € My,, et on conclut :

S(Mto) C Mtg et Sil(MtO) C Mto~

4. Raisonnons par ’absurde : supposons qu’il existe un C-sev X de E(QC de dimension finie, distinct de {0} tel
que S(X) C X.

Considérons I'endomorphisme S’ induit par S sur X :
S X — X, v+ S'(x)=8(z).

Puisque X est un C-espace vectoriel de dimension finie et que X # {0}, d’apres le théoréme de d’Alembert,
S’ admet au moins une valeur propre A € C et un vecteur propre associé x :

S'(z)=Ax et x#0.
On a, pour tout k € Z :
S/(.'L‘)k = S(Z‘)k = A\p_1Tp—1 et Sl(l‘)k = ()\.Z‘)k = \xp.

SiA=0,alors: Vke€Z, A_1xx—1 = 0, donc, comme les A\ sont tous # 0, : Vk € Z, xzp_1 =0,
x = 0, contradiction.
On a donc A # 0, puis :

Ak—1

VkeZ, xp= 3 Tk—1-

Une récurrence immédiate donne alors :

T —&x T —ﬁx —Mx
1= %o 2= V= Ty T
AOAL A Wp,
Vn>1, xn:%m:/\—nxo,
A A"

Vn>1, x_, Tog = —Xg-

)\0)\1 s )\n W,
Comme z € K?C, on a z, — 0, donc r,z_, — 0. Mais x,z_,, = 23, dolt 22 = 0, 29 = 0, puis
noo noo

Vné€Z, x,=0, x=0,contradiction.

On conclut qu'il n’existe pas de C-sev X de % de dimension finie, distinct de {0} et tel que S(X) C X,
c’est-a-dire stable par S.

kK ok ok ok ok ok ok ok k ok kR ok ok ok ook sk sk sk ok ok ok ok ok ook ook ook sk ok ok ok ok ok kk
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