Préparation a ’agrégation interne de mathématiques
Jean-Marie Monier

pour mercredi 16 novembre 2005

Theme : équations différentielles

Exercice 1

Résoudre I'équation différentielle :
y/ = |y - ‘I.la

d’inconnue y : R — R supposée dérivable sur R.

Exercice 2

a) Soient n € N*, A, B € M,,(C).
On considere 'équation différentielle X’ = AX B, d’inconnue X : R — M, (C), supposée dérivable.
Exprimer la solution générale par une série.

X' — AXB 00 0 0 1 0
b) Exemple : Résoudre { ,ou A=[1 0 0|, B=[0 0 1
X(0) =15 01 0 00 0

Exercice 3

Yy = cosy + cosx

Soit yo €]0;7[. On note y la solution maximale du probleme de Cauchy { (0)
y\V) = Yo

Montrer que y est définie sur R et que :

Vzel0;4oof, 0<yx)<m.

Exercice 4

Résoudre I'équation différentielle

x4y” + 2%3@/ —y= el/x’

d’inconnue ¥ :]0; +00[ — R supposée dérivable, en utilisant le changement de variable ¢t = —.
x



Exercice 5

Soient (a,b) € R? tel que a < b, f,g: [a;b] — R continues. On considere 1'équation différentielle

(E) V' —fy=g

d’inconnue y : [a;b] — R supposée deux fois dérivable.
On note

(Eo) y'=fy=0
I'équation différentielle linéaire sans second membre associée a (E).

a) Montrer qu’il existe un couple unique (u,v) de solutions de (Eoy) tel que :

u(a) =v(b) =0 et u'(a)=0"(b) =1.

b) Montrer que, si (u,v) est libre, alors il existe une solution et une seule y de (E) telle que :

y(a) = y(b) = 0.

Exercice 6

a) On note E = C?([0;1], R) et :
p:ExE—R, (f,g)— o(fg)= /Ol(fg+f’g’)-

Montrer que ¢ est un produit scalaire sur E.

b) On note :
E={feE;f(0)=f(1)=0} et G={g€E;¢" =g}
Etablir que F et G sont deux sev de F supplémentaires orthogonaux dans F.

¢) Soit (a, 3) € R%. On note

E,s={he E;h0)=a et h(l) =73}

Déterminer Inf [ (h*+ h'?).
hGEa’/g 0
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