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Corrigé

I NOYAU, IMAGE, RANG D'UNE MATRICE ET DE SA TRANSPOSEE
l.a. * ¢ On a, pour tout X € M, ; :
XeKer(d) <& AX =0 = "AAX =0 <= X € Ker("4A4),
donc : Ker (A) C Ker (*AA).
e On a, pour tout X € M, ; :
X eKer(fA4) +— "AAX =0 = 'XTAAX =0 < "(AX)(AX)=0

— [|[AX|[2=0 <<= AX =0 < X cKer(A),
donc : Ker (*AA) C Ker (A).

On conclut :

‘ Ker (*AA) = Ker (A) ‘

* En appliquant le résultat précédent & *A & la place de A, on obtient :

| Ker(A'4) =Ker ('4)]

1.b. e En utilisant le théoreme du rang et le résultat de a., on a :

rg (*AA) = p — dimKer (*AA) = p — dim Ker (A) = rg (4).

e En appliquant le résultat précédent & *A & la place de A, on obtient :

rg (AYA) =rg (*A).

e D’apres le Cours : rg(*A) =rg(A).

On conclut :

| rg(1AA) = rg(4) =g ("4) =g (4'4)]

l.c. x@SoitY € Im (*AA). Ilexiste X € M, ; telleque ¥ = "AAX. Onaalors Y = "A(AX) € Im (*A).
Ceci montre : Im (*AA) C Im (*A).



e D’apres b. :
dimIm (*AA) =rg (*AA) =rg (*A) = dimIm (*A).

Il en résulte :

| Im ("AA) = Im (‘4)]

* En appliquant le résultat précédent & *A & la place de A, on obtient :

| Im(ATA) =Tm(4)|
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2.a. ¢ On a, pour tout X =

$1+(E2+IE3:0
XeKer(d) «— AX =0 = 0
Ty =V,

donc dimKer (A) =2 et une base de Ker (A4) est, par exemple, (V1,V2), o :

1 1
—1 0
Vl - 0 ) ‘/2 - -1
0 0
Z1
e On a, pour tout X = iz €My, :
3
T4

¢ ¢ I1+£L'3:0
X eKer('A) — 'AX =0 <
—&1 + 22— x4 =0,

donc dim Ker (*A) = 2, et une base de Ker (*A) est, par exemple, (V3,Vy), ol :

1
0
V3: -1 ) ‘/4:

-1

—_ o = O

e On remarque que, par exemple, Vi ¢ Ker (*A) et V3 ¢ Ker (A). Il n’y a donc aucune relation d’inclusion
entre ces deux sev.

Z1
T2
Zs3
T4

Plus précisément, on a, pour tout X = €My, :
1 +x94+23=0

X € Ker(A) z4=0
<~ — r1=a3=x3=24=0 << X =0,

X € Ker (*A) r1+x3=0

-1+ 22 —24 =0

donc Ker (A) N Ker (*A) = {0}.



Comme dim Ker (A) = dim Ker (*A4) = 2, il en résulte que les deux sev Ker (A) et Ker (*A) sont supplé-
mentaires dans My 1.

2.b. e Il est clair, au vu des colonnes de A, que Im (A) est de dimension 2 et qu'une base de Im (A) est,
par exemple, (Uy,Us), ou :

1 -1

0 1

Ul - 1 ) U2 - 0

0 -1

e De méme, Im (*A) est de dimension 2 et une base de Im (*A) est, par exemple, (Us, Uy) olt

Us = , U=

O ==
_ o O O

e Comme, par exemple, U; ne se décompose pas sur (Us, Uy) et que Us ne se décompose pas sur (Uy, Us),
il n’y a aucune relation d’inclusion entre Im (A) et Im (*A).

Plus précisément :

1 -1 1 0

0 1 1 0
detb.CA(U17U27 U3) U4) = 1 0 1 O = -1 # 0?

0 -1 0 1

donc (Uy, Us, Us, Uy) est libre.

Il en résulte que les sev Im (A4) et Im (*A), qui sont tous les deux de dimension 2, sont supplémentaires
dans My ;.

II MATRICE DE GRAM D’UNE FAMILLE DE COLONNES

l.a. En notant (Eq, ..., E,) la base canonique de M,, 1, on a, d’apres les notations de 1’énoncé :
n
Vie {1, ...,q}, X, = Za:kiEk,
k=1

d’ot1, pour tout (4,5) € {1, ...,q}? et puisque la base canonique est orthonormale pour le produit scalaire
canonique :

n
t § :
Xin = Lrilky-
k=1

On reconnait le terme situé a la ligne 7 et & la colonne j dans 'X X, par définition du produit de deux
matrices et de la transposée d’une matrice.

On conclut :

| G(Xy, . X,) = XX |




1.b. e D’apres I 1.b. :

rg (G(X1, ..., Xy)) =rg ("X X) =18 (X) =18 (X1,..., X).

e ]l en résulte :

(X1, .., Xg) =0 <= 1g(G(X1,..., X)) <q <= 18(X1,...Xy) <q <= (X1,...,X,) lice.

l.c. Ona G(Xi,...,Xq) € My et "(G(X1,....,Xy)) = "("XX) = 'XX = G(Xy,..., Xy),
donc G(Xj,...,Xq) € S,.
Et, pour tout Y € M 1 :

YG(Xy, ., XY = 'Y(PXX)Y = HXY)XY = ||XY]2 >0.

On conclut :

G(Xy,..,X,) €8}

2. Soit Y, = Xy sik #14, et Y; =X; + Zanj’ ou les a; sont des réels.
JAi
La colonne numéro i de G(Y1,...,Y,) est :

<Y > <Y|X >+ 0 <Yi|X; > <Y1 X > <Y |X; >

= = “I‘Zaj : )

<Yq.|Yi> <K1|Xi>+2jt#aj<Yq|Xj> <Yq|.Xz‘> 7 <Yq|.Xj>
donc, par multilinéarité et alternance :
Y(Y1,..., Yy) = det (< Yo | Xy >)uo)-
Puis, en raisonnant de la méme fagon sur les lignes de cette derniére matrice, on a :
det (< Yo | Xy >)uo) = det ((< Xy | Xy >)uw) = (X1, .., Xq)-

Ainsi, y(X1,...,X,) est inchangé lorsqu’on ajoute & l'un des X; une combinaison linéaire des autres
X5, J # i.
3.a. Notons Y le projeté orthogonal de X; sur Vect (Xo,..., Xy), et Z = X; — Y.

On a donc :
X1 =Y+Z, Y € Vect(Xy,..,X,), Z€ (Vect(Xa, ...,Xq))J', dy = d(X1, Vect (Xo, ..., Xg)) = ||Z]|2.
D’apres 2., puisque Y est combinaison linéaire de X, ..., X, on a :

V(X1 Xg) =Y + Z, X5, ..., Xg) =7(Z, X3, ..., Xy).

De plus :
Vie{2,..,q}, <Z|X;>=0.



On a donc :

<Z|Z> <Z|Xe> ... <Z|X;>
<Xo|Z> <Xa|Xo> ... <Xo|X,>
V(ZaXQM"vX(I) = : . :
<Xl Z> <X |Xe> ... <X | X>
11213 0 0
0 <Xo|Xo> ... <Xo|X,> ) <X |Xo> o < XofXg >
- | . : . = 11213 s
0 <X, |Xo> ... <X,|X,> <Xl Xz > < X[ X >
= d%rY(X277XZI)
On conclut :

‘ Y(X1,. Xy) = d%(XQ,...,Xq)‘

3.b. Avec les notations précédentes et en utilisant le théoreme de Pythagore, puisque Y 1 Z, on a :
di = |1Z]13 = |1 X113 = [IY]3 < [1X1* = v(X),
d’ou, puisque y(Xa, ..., X,) =0 :
VX1, Xy) = A3y (Xa, oy X)) < (X)) Y(Xay ey Xy).
De plus, puisque (Xo, ..., X,) est libre, en utilisant 1.b. :
VX1, Xg) = 1(X1) ¥(X2, o, X)) = (d] = 7(X1)) 7(Xa, 0, Xg) =0 = df =7(X1)

— |[Y|}=0 <= Y =0 < X; L Vect(Xo,..., X,).

3.c. Comme (X1, ..., X,) est libre, les sous-familles (X, ..., Xy), ..., (Xq-1, Xg), (X4) sont libres, d’ot1, en
réitérant le résultat de b. et en remarquant que y est a valeurs > 0 :

VX1, ooy Xg) < Y(X0)Y(Xay o, Xg) <o S y(X)9(X2) -+ v(Xy) = [TIIX13
i=1

et

=1

Y(Xgo1, Xg) = 7(Xg1)7(X,)

X, € (Vect (Xa, ..., X))

1

X» € (Vect (X3, ..., X)) <~ (Xi,...,X,) orthogonale.

Xq,1 € (Vect (Xq))L



4.a. On applique le résultat de 3.c. a la famille (C4,...,C},), qui est libre puisque A € GL,, :

S

¥(Cr, -, Ca) < [ HICH13
j

Il
-

et il y a égalité si et seulement si (Cf, ...,Cy,) est orthogonale. De plus, d’apreés I 1.a. et puisque A est

carrée :

ACh,y ooy C) = det (G(Ch, .., Cr)) = det (FAA) = (det (A))7,

d’ou :

n
et (A)] < TT11C; 12,
j=1
avec égalité si et seulement si (Ch, ..., C,) est orthogonale.

4.b. e On a, pour tout j € {1,...,n} :

n

1/2
IG5l = (Doa2) <02,

=1

d’ou, en utilisant le résultat de 4.a. :
|det (A)] < n™/2.

e Ona:

|det (A)] = n"? = |det (A)] = H I|Cjll2 = n"/2.
j=1
Comme les C; sont tous non nuls, on a :
H ||CjH2 = Hn1/2 — Vje€ {17...7’”}, HCJHQ = nl/Q.
Jj=1 Jj=1
Et, pour tout j € {1,...,n} :

n n
1G]z = n!/? = Zafj:n = Z(l—a?j):O
i=1 i=1

= Vie{l,..,n}, 1-a};=0 < Vie{l,..,n}, a;==£l,
car les a;; sont tous dans [—1;1] par hypothese.
Ainsi, il y a égalité si et seulement si A est & termes dans {—1, 1} et & colonnes deux & deux orthogonales.

5. Il est clair que (U, V, W) est libre. D’aprés 3.a., on a, en notant d la distance de X a Vect (U, V,W) :
VX, U, V,W) =d>~(U,V,W). On calcule :

30 1 2 3
1 21 1 2 1

VXOVW) =5 | 5 |=100 et VUV, W)=|1 2 1]|=4
3 1 1 1 2

100
On obtient d? = = 25 et on conclut :

d(X, Vect (U, V,W)) =5




111 ETUDE ELEMENTAIRE DE S, S;7, S+

l.a. D’apres le Cours, S, est un R-espace vectoriel, une base en est (Ei)i<i<n U (Eij)i<i<j<n, €t

dim (S,,) = w

1.b. e Soient A,B € S,,. On a :

AB€S, < "(AB)=AB <= 'B'A=AB <= BA=AB.

e Pour n > 2, il existe A, B € S,, telles que AB # BA. Par exemple, en complétant a 1'ordre n par des

termes tous nuls, on peut choisir :
0 1 10
=) 2=(0)

0 0 0 1
an- (0 0) @ man (01

On conclut que, pour n > 2, S,, n’est pas stable par multiplication.

car on a alors :

l.c. Soit AeS,, N GL,. On a:
AV AT =AY AT = Y(ATA) = T, = 1,
donc (A7) =A"1 A-tes,.
2.a. (1) Soient A,B€S!. Onaalors A+ B€S, et :
VXeEM,1, 'X(A+B)X ="XAX + 'XBX >0,

donc A+ B €S}
(2) Soient a € Ry, A € S;}". On a alors aA € S,, et :

VX eEM,1, "X(@A)X=a"'XAX >0,

donc aA € S}

(3) Soient A €S, B€ S/ . Onaalors A+ B€S, et :
VX eM,:—{0}, 'X(A+B)X ="XAX + "XBX >0,

donc A+ B e S/,
(4) Soient « € R*, A € S}!*. On a alors aA € S,, et :

VX € Mu — {0}, *X(aA)X =a'XAX >0,
donc oA € SF .
(5) Soient A, B € S} telles que A+ B = 0. On a, pour tout X € M,, ;, *XAX >0, *XBX >0 et :
P XAX +'XBX = "X(A+B)X =0.

Ilenrésulte: *XAX =0 et *XBX =0.

La forme quadratique associée a A (dans la base canonique de M, 1) est alors la forme nulle, donc A = 0.
De méme, B = 0.



(6) Soit A € S+,
e On a, pour tout X € M,, ; :

XeKer(d) & AX =0 = 'XAX =0 = X =0,

donc Ker (4) = {0}, A € GL,,.
e D’apres l.c., on a déja A~1 € S,,. Et :

VX eM,; —{0}, "XA'X ="'XAT4A471X = "(A 1 X)A(A1X) >0,
car AT'X #0et AcSST.
Ceci montre : A~! € SF.

(7) Soit M € M.
Ona: "(*MM)="'M"M="*MM, donc *MM € 8S,,.
e On a, pour tout X € M, ; :

X("MM)X = ("X 'M)MX = {(MX)MX =||MX]||3 >0,

et donc 'MM € S;.
(8) Soit M € GL,,. D’apres (7), on a déja *MM € S;. De plus, pour tout X € M,, ; :

EX(PMM)X =0 <= ||MX|5=0 < MX=0 +<— X =0,

car M € GL,,.
On conclut : *MM € S},

(9) Soit (Sk)ken une suite dans Sj; convergeant vers un élément M € M,,.
Ona: VE€EN, 'S, =S, dol, en passant a la limite lorsque 'entier k tend vers l'infini : '*M = M,
et donc M € S,,.
On a:
VEeN, VX eM,, "XSpX >0,

d’ou, en passant a la limite lorsque I'entier k tend vers I'infini et puisque les opérations matricielles sont
continues :
VX eM,1, "XMX >0,

et finalement : M € S

Considérons, pour n > 2, les matrices obtenues en complétant par des termes tous nuls les deux matrices

suivantes :
1 1 2 1
a=(11) == (1)

Il est clair que A et B sont symétriques. De plus, pour tout X = (Zj) eMy; :

s

XAX =22 + 22y + 92 = (x+9)?> =0

XBX =222 + 2zy+ 92 =22+ (2 +9)2 >0,

donc: A€S] et BeSy.

3 2

D’autre part : AB = (3 9

) ¢ So, et on conclut que, pour n > 2, SZ n’est pas stable par multiplication.



2.b. @ On a, pour toute A €S,,, A< A, car A— A=0¢ S}, donc < est réflexive.
e Soient A,B€S,. Ona:

{ A
B
en utilisant 2.a.(5). Ceci montre que < est antisymétrique.

e Soient A,B,C €8S,,. On a :

B-AcS/
— B-A=0 < A=B,

B
A A—BeSt

NN

A<B B—-AecS}
{ — — C-A=(C-B)+(B-A)eS/ «— A<C.

<
B<C C—-BeSf
Ceci montre que < est transitive.

On conclut :

< est une relation d’ordre dans S,, ‘

Considérons, pour n > 2, les matrices obtenues en complétant par des termes tous nuls les deux matrices

suivantes :
0 0 0 1
A_0_<0 0), B_(l 0).

1

Ona: A B €8Sy, B ¢S] car, pour X = 1

), tXBX = -2 < 0, et —B ¢ S3, car, pour

1
Ainsi: A€ Sy, B€ Sy, AL B, BZ A, donc < n’est pas un ordre total.

X = <1> EX(—B)X = —2 < 0.

2.c. (1) On a, pour toutes A, B,C € 8S,, :

A+C<B+C < (B+C)—-(A+0)eS} < B-AcS! < A<B.

(2) On a, pour toutes A, B,C,D € S,, :
{ A
C

= (B+D)—(A+C)=(B-A)+(D-C)eS} «— A+C<B+D.

B
D

VAS/AN

B—-AcS}
D-CeS!

e Le méme contrexemple qu’en 2.a. montre que 'on n’a pas :

0
VA,BeS;}, { — 0< AB

<
0<B

car il se peut que A et B soient symétriques positives et que le produit AB ne soit méme pas symétrique.



3. Soit A € S,,.
e 1). Supposons A € S;.
Soit A € Sp (A). I existe X € M, 1 tel que : AX =AX et X #0.On a:

MNIX|Z=MXX="X(A\X)="XAX >0,

donc A > 0.
Ceci montre : Sp(A) C R,.
2). Réciproquement, supposons Sp (4) C R.
D’apres le théporeme spectral, il existe U € O,,, D € D,, telles que : A =UDU .
Notons D = diag (A1, ..., A, ) ou, par hypothese : Vie {1,....n}, A\ >0.
Soit X € M, ;. On a :
XAX = 'XUDU'X = “(U'X)D(U'X),

car U™! = tU.

Y1
Notons Y =U'X = - | . Onaalors :

Yn
‘XAX ='YDY => Ay} >0
i=1

Ceci montre : A € S},

On conclut :

VA€S,, AcS' < Sp(A)cCR,

e 1). Supposons 4 € SF .

En raisonnant comme ci-dessus, on déduit : Sp (A) C RY.

2). Réciproquement, supposons Sp (4) C R ..

On a déja, d’apres le résultat précédent, A € S.

De plus, pour toute X € M, 1, avec les notations précédentes :

'XAX =0 <= 'YDY =0 <= Y \y7 =0
i=1
— Vie{l,.,n}, 1,=0 <= Y =0 <= X =0,
car les \; sont tous > 0.
Ceci montre : A €SI+,
On conclut :

VA€S, AeS!t < Sp(4) CcR:

4. On a, pour toute A € M, :

AeS,
AesS, AES+
AeS)T = Sp(4) C R" — (Sp(4) CRy " <= AecS/ nGL,,
P Ae GL,
’ 0¢ Sp(A)

d’ou :

Si*t =8N GL,

10



5. 1l est clair que : V(a,b) € R?, W(a,b) € S,.

Calculons le polynéme caractéristique x de W(a,b) :

a+b—A\ b b
X = det (W(ab)—AL) = | 0 atb=A
: . b
b b a+b—2AX
1 b b
C1+—C1+Co+...4+C, b
1 b a+b—X
1 b b
b_ 0 a—X ... 0 b e
Lie—Li—Lu, 2<i<n =(a+nb—2A) : : = (a+nb—A)(a—AN)""".
0 0 a—A\

On a alors : Sp (W(a,b)) = {a, a + nb}.
Plus précisément, si b # 0, a est valeur propre d’ordre n — 1 et a + nb est valeur propre simple.

D’apres 3.a. :
W(a,b) €S} < Sp(W(a,b)) CRy <= (a>0eta+nb=0)

W(a,b) € ST < Sp(W(a,b)) CR}, <= (a>0eta+nb>0).

IV CARRE D’UNE MATRICE SYMETRIQUE POSITIVE
1. On a, d’apres 111 2.a.(7), pour toute A € S,, : A2 = tAA € S},

2.a. Pour n > 2, considérons les matrices obtenues en complétant par des termes tous nuls les deux

matrices :
4 0 8 4
A= (O 0)’ B_(4 5)'

11 est clair que A, B € S,. Et, pour tout X = (i) eMy; :

PXAX =42? >0, ‘'XBX =82 +8vy+ 5y% = 2(2z +y)* + 3y* > 0,

donc A, B € S5

4 4

Ona: BA_<4 5

) € S;, car, pour tout X = <Z> €My, :

'X(B— A)X = 4% + 8xy + 5y° = 4(z +y)® +y* > 0.

64 52
52 41
B? — A? ne sont pas toutes > 0.

Mais : B2 — A% = ( ) ¢ ST, car : det (B? — A%?) =80 - 41 — 522 < 0, donc les valeurs propres de

On conclut :

L’application ¢ : S;7 — S}, A —— ¢(A) = A? n’est pas croissante

11



2.b. D’apres le Cours, 'application Mi — M,, est continue, donc l'application M,, — M,, est

(A,B) — AB Ar— A2
continue, puis, par restriction, ’application ¢ : SZ — S,t est continue.
A—s A2

V RACINE CARREE D’UNE MATRICE SYMETRIQUE POSITIVE

l.a. Soit S € S;.
e Existence :

D’apres le théoreme spectral, il existe U € O,,D = diag (\1,...,\,) € D, telles que S = UDUL.
Comme S € S}, d’apres 111 3., on a: Vi € {1,....,n}, \; > 0. Considérons A = diag (v/A1, ..., V) et

no

R=UAU"'. On a alors :
R*=(UAU YV =UAU ' =UDU ! =5

‘R='(UAU ") ='"U""A'U=UAU"=R et Sp(R)={VXA;1<i<n}CRy,
donc, d’apres 111 3., R € S
o Unicité :

Soient R, Ry € S;f telles que R? = S et R2=5.0na Ry — Ry € S,,. Soit A € Sp(R; — Ry). 1l existe
X eM, 1 tel que : (R — R2)X = AX et X # 0. On a alors, en prémultipliant par R; ou par Rs :

R2X — R{RoX = AR, X
RoR1 X — R2X = AR X,

d’ot1, en additionnant, puis en prémultipliant par *X :
‘X(ReR1 — R1Ro)X = M*XR1 X + "XRyX).
Mais :
“(*X(ReR1 — RiR3)X) = "X *(ReR1 — R1R2)X = 'X(R1Ry — RoR1)X = —'X(RyR1 — R1Ry) X,

d’on tX(RlRQ — RgRl)X =0.

Ceci revient a remarquer que la matrice R1 Ry — Ro Ry est antisymétrique.

On déduit :
AMPXRi X+ "XRyX) =0.

SiA#0,alors *XR X 4+ *XRyX =0, puis, comme Ry, Ry €S/, 'XRX =0 et "XRyX =0, d’on :
AX[2 = MXX = "X (Ry — R)X = '"XR1X — "XRyX =0,

donc A = 0, contradiction.

Ceci montre que Ry — Ry est diagonalisable (car symétrique réelle) et n’a que 0 pour valeur propre, donc
R1 - RQ = 0, R1 = Rg, d’ou 'unicité.

12



1.b. Soit S € S;'*. Notons R = S'/2. On a déja R € S;. De plus :
(det (R))® = det (R?) = det (S).

Comme S € Sf* = S N GL,, on a det(S) # 0, puis det(R) # 0, donc R € GL,, et ainsi
ReS nGL,=S".

1.c. Soient A, B € S:. On a, en utilisant 'unicité de la racine carrée dans SI :

112 112 1 1
A+ A= B+ B? — <A+§In) :(B+§In) — A+3L,=B+:l, < A=B.

1.d. Soient A, B € S;. Notons R = A'/2, § = B2, On a :

tr (AB) = tr (R25%) = tr (R(RS)S) = tr (RS)(SR)) = tr (“(SR)(SR)) = IS > 0.
1.e. Soient A, B € S;! telles que A < B. Notons H=B - A€ S’. Ona:
tr (B?) —tr (A*) = tr (A+ H)?) —tr (A%) = tr (A> + AH + HA + H?) — tr (A®) = 2tr (AH) + tr (H?).
Puisque A, H € S, d’aprés V 1.d., on a : tr (AH) > 0 et tr (H?) > 0. On conclut : tr(A2%) < tr (B?).
1.f. Cherchons (a,b) € R? de fagon que : (V[/(a7b))2 =W(1,1). On a:

(W (a, b))2 = (al, + bW)? = a’1,, + 2abW + b*W? = a1, + (2ab + nb*)W,

a’=1 a=1

) —

(W(a,b)) :W(1,1)<:{ — 1+VItn
2ab—|—nb2:1 b:T’

eta=1>0et a+nb=+1+n >0, donc, dapres III 3., W(a,b) € S.

On conclut :

1/2

\/H—n—l)

n

(W) =w(1,

2. Soient A, B € S;' telles que A < B. Notons R = A2, § = B2, Soit A\ € Sp(S — R). 1l existe
X e M, 1 telle que (S—R)X =AX et X #0. On a :

X(S+R)(S—R)X ="'X(S+RMNX = \'XSX + 'XRX),
et :
X(S+R)(S—R)X ="'X(S>+RS—-SR—-R)X ='X(B-A)X + 'X(RS — SR)X.

Comme plus haut (solution de V 1.a.), puisque RS — SR est antisymétrique, on a *X (RS — SR)X = 0.

On obtient :
X(B—-A)X =M'XRX + *XSX).

Comme R, S, B — A sont dans S, on a :

n?

‘X(B—A)X >0, 'XRX >0, 'XSX >0.

13



X(B-AHX
tXRX +tXSX =
Si *XRX + *XSX =0, alors *XRX = *XSX =0, d’ou :

Si *XRX + 'XSX >0, alors \ =

MNIX|E=AXX="'X(S-R)X ="XSX - 'XRX=0-0=0,

et donc A = 0.

Ceci montre que la matrice S — R, qui est diagonalisable car symétrique réelle, n’a que 0 pour valeur
propre, donc est la matrice nulle, et R = S.

On conclut que 'application 1 est croissante.

3.a. Soient S € S}, (Si)ren une suite dans S convergeant vers S. Notons, pour tout k € N, Ry, = S;/Z.

Puisque (Si)ren converge, (Sk)ren est bornée. Il existe M € R tel que :
VEkeN, |[|Sklla <M.

On a alors, pour tout k£ € N, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
1/2 1/2
|[Ril3 = tr (*ReRy) = tr (BE) = tr (Si) = tr (1,0 < (tr (12)) (6 (59)) " = Vi [|Skll2 < v M,

ce qui montre que la suite (Rg)gen est bornée.

Puisque (Rg)ken est bornée dans M, qui est un espace vectoriel de dimension finie, d’apres le théoréme
de Bolzano-Weierstrass, il existe une extractrice o et R € M, tels que : Ry, o R.

Comme Vk € N, Ry €S, et que S est fermé dans M,,, ona: R € S;.

D’autre part, comme Yk € N, (R[,(k))2 = S,k et que R, o R et S, — S, on déduit, par
passage & la limite, R? = S, puis, par unicité de la racine carrée dans S}, R = S1/2,

Ceci montre que la suite bornée (Ry)reny admet une valeur d’adhérence et une seule, qui est R, donc
(exercice classique de compacité) : Ry — R.
koo

. . . 1/2
On a montré que, pour toute suite (Si)ren dans S;f convergeant vers S, la suite (Sk/ )keN COlverge vers
S1/2 D’apres la caractérisation séquentielle de la continuité, on conclut :

L’application ¢ : S — ST, S +— 9(S) = S/? est continue

3.b. Puisque ¢ est continue, bijective et que sa réciproque ¢ est continue, ¢ est un homéomorphisme de
S sur lui-méme.

VI DECOMPOSITION POLAIRE D’UNE MATRICE CARREE

1.S0it M € GL,,.
Existence

D’apreés 11T 2.a. (8),ona: ‘MM €SI,
D’apres V 1.b., il existe S € S} telle que : *MM = S2.
Comme S € ST =St N GL,, S est inversible. Notons U = MS~' € M,,. On a :

UU =Y (MSTHMST =tV MMST = 571828 = 1,
donc U € O,,.

Ceci montre qu'il existe U € O,,, S € S} telles que M = US.
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Unicité
Soit (U, S) € O, x 8" tel que M = US. On a alors :
‘MM = YUS)(US) = *S'UUS = S(*UU)S = SI,S = S2.
Puisque S € S et S? = *M M, par unicité de la racine carrée dans S, il y a unicité de S.
Ensuite, U = MS~! est unique.
2.a. Le polynome caractéristique x de M :
X:R—R, t+— x(t)=det(M —1tl,)

est un polynome de degré n, donc admet au plus n zéros réels, parmi lesquels il peut y avoir ou pas le
réel 0. Il existe donc n > 0 tel que :

vt elosnl, x(t) #0.

1
Il existe ensuite N € N* tel que 0 < N < n. Considérons, pour tout k € N: M = M —
Onaalors: VkeN, M,e GL, et M 2 M.
oo

1
k+ N

L.

D’apres 1., pour chaque k € N, il existe (Ug, Sk) € O,, X S,T' tel que My = U Sk. Autrement dit, il existe
une suite (Uy)ren dans O, et une suite (Sg)ren dans S telles que :

VkeN, M, =USk.

2.b. e O, est 'image réciproque du singleton {I,, }, qui est fermé, par ’application continue M,, — M, ,
Mv— *MM
donc O,, est fermé.

n

e Pour toute U = (u;5)ij € Op,ona:  Vie{l,..,n}, Zu?j =1,
j=1

donc :

Vie {17"'7n}7 V] € {1,"'7n}, |uzg| < ]-7

et donc ||U||e < 1, ce qui montre que O,, est borné, pour ||.||c, donc aussi pour ||.||2, puisque, en
dimension finie, toutes les normes sont équivalentes.

Puisque O,, est fermé borné dans M,, qui est de dimension finie, Q,, est compact.
2.c. Puisque O,, est compact, la suite (Uy)ren d’éléments de O,, admet au moins une valeur d’adhérence
dans O,. Il existe donc une extractrice o et U € Oy, tels que : Uy, 2 U.

(oo}

On a:
VkeN, S,=MU"'

donc :
VEEN, Sy = MoUy -

Puisque M = M, par suite extraite, My, o M. Ensuite, par continuité du produit et de la prise
o0 o0

d’inverse matriciel, on a :
Sg(k) = Mg(k)U;(}c) E MU

Notons S =U"'M.Ona: US=UU"M)=M et U € O,.
Deplus: VkeN, S, € S;‘;"‘ C S;f, S (k) — S et S est fermé dans M,,, donc : S € S

Finalement, il existe (U, S) € O,, x S} tel que : M = US.
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3.a. e Soit X € M,,, X = US une décomposition polaire de X, U € O,,, S € S:. On a:
XX =C «— YUSUS=C — 'S('UU)S=C = S*=C — S=0C'2

Donc :

{XeM,; XX =C}={UCY?;U€0,}

e Supposons C' € ST et n > 2.

D’aprés le résultat précédent, Papplication f : U — UCY/? est une surjection de O,, sur 'ensemble S
des solutions de *X X = C dans M,,. De plus, f est injective car C € S;" € GL,, donc C est inversible,
C1/? est aussi inversible. Et il est clair que, pour n > 2, O,, est infini car, par exemple, O,, contient les
matrices de rotation.

1l s’ensuit, par bijection, que ’ensemble S est infini.
3.b. Notons R =512 ST et Y = RX.On a:
XSX + XA+ 'AX+B=0 <<= ‘YRI'RR'W+ YR 'V)A+ AR 'Y)+B=0
— YY+'YR'A+'AR 'Y +B=0

— (tY + %tARfl) (Y + %R’lA) — itAR*A +tB=0

— t(Y n %R*A) (Y n %R*A) - C,

1 1
ol on a noté C = ZtAR_QA —B= ZtAS_lA - B.

Si C ¢ S, alors 'ensemble S des solutions de I’équation proposée est vide.
SiC e S:, d’apres 3.a., il existe des solutions en Y, donc des solutions en X.

On conclut :

1
L’équation proposée admet au moins une solution si et seulement si : 1 YAST1A-Be S:L'

3.c. Puisque C € S;" — {0} € S, il existe R € S telle que R? = C.
Cherchons un couple (X,Y) solution de la forme (aR,bR), (a,b) € R% On a :

Y(aR)aR+ *(bR)DR =C <= (a*+V)C=C <= ad*+b* =1,

car C' # 0.
L’application
g:[0;27] — M2,  — g(#) = (cosOR, sinfR)

est injective et son image est incluse dans ’ensemble des solutions de I’équation proposée.

On conclut :

‘ L’équation proposée admet une infinité de solutions ‘
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VII CALCUL D’UNE BORNE SUPERIEURE

1) Soit (X,Y) € M2 tel que *XX + VY =1,,.

On a, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :
2
(tr(X))” = <L | X >* < |ILIBIX]]3 = ntr (*XX),

et de méme : (tr (Y))* < ntr (FYY).

D’autre part :
V(a,b) € (Ry)2, (a+b) < 2(a? +b2),

comme on le voit en développant.
D’ou :
(tr (X) +tr (V) < 2<(tr (X)) + (tr (Y))Q) < n(tr ("X X) + tr (YY)
=2ntr (*XX + 'YY) = 2ntr (I,,) = 2n°.

Il en résulte :
tr(X) +tr (Y) <V2n.

1
2)Pour X=Y=—1,, ona:
) 7
t t 1 1
XX+%YYy=-1,+-1,=1,
2 2
et 1 1
tr (X) +tr (Y :—n—|——n:\/§n.
(X)+1r(V)= Zont
On conclut :

‘ La borne supérieure demandée est égale & v2n ‘

kK kR koskosk sk ok ok ok kK ok ok sk osk sk sk 3k k ok ok ok k sk sk sk sk kR k ok ok kk
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