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I. La suite (up)n>1

1) Soit n € N*.
L’application f,, : [0;4+0c] — R, 2+ fu(z) =2"+2"" 1 +---+2—1 est dérivable (donc continue)
sur [0;+oo] et :
Vz e0;+o00], fi(z)=nz""'4+ - +22+1>0.

n

De plus : fn(0)=-1<0 et fo(z) — +oo.

r — 400
T 0 +00
folz) | =1 /7 400

On en déduit le tableau de variation de f, :

D’apres le théoreme de la bijection réciproque, on conclut que I’équation
(En) 4" 4z —1=0,
d’inconnue z € [0; +oo[, admet une solution et une seule, notée u,.
De plus, f,(0)=-1<0 et f,(1)=n—12>0, donc: 0<u, <1
Remarque : Nous aurons besoin de l'inégalité stricte 0 < u,, pour la question suivante.
2) Soit n € N*.
Ona: fn+1(un> = UZ—H +oFu,—1= u2+1 + fn(un) = u2+1 >0= fn+l(un+1)'

=0
Comme f, 1 est strictement croissante sur [0;4oc[, il s’ensuit : u,, < up41, et on conclut :

’ La suite (un)n>1 est strictement croissante ‘

3) Soit n € N*. On a :

0= (up +up™ 4o tun = D(un = 1) = ((ug +up ™" + oo+ 1) = 2) (un — 1)
=@ +u" e D) (uy — 1) = 2(u, — 1) = (W = 1) = 2(uy, — 1) = u T — 2u, + 1.

On conclut :

| VneN, uptl —2u, +1=0]

4)a)ePourn=1: u; —1=0, donc :

e Pour n =2 u%—i—ug—l:O et uy >0, donc: Ug

—1+V5
2

4) b) Comme (uy,),>1 est (strictement) décroissante, on a, pour n >2: 0 < ultt < uh™ — 0,

-1+5
+V5

car ug = 3 [0;1].
: n+1 1
Puis : 2up, —1=u;p"™ — 0, et on conclut : Up — —
noo noo 2




1
5) On a, pour n > 1 : O:UZ“f2un+1:uz+172(§+€n)+1:UZ+1*2€m

1 1,
donc, pourn>2: 0< ne, = inuffl < iugﬂ — 0, par prépondérance classique.
On conclut : ne, — 0
6) On a, pour n > 1:

1 1 1 1 1 1

Un =5 = iuﬁﬂ = 5 exp ((n +1)In (5 + z—:n>) = 5 exp ((n +1) 1n§ +(n+1)In(1+ 25n))
1 1 1
= 5 oxp ((n +1)In 5t 2(n+1)e, + o(nsn)> = 57 OP (2ne, + en + o(ney) ) X gure
— 0

Donc:  up,— - = (14 0(1)), et on conclut : Uy = 1 + ! + o(i)

' T2 ond2 ’ ' "2 T 4.2m 2n

7) a) En utilisant les applications f,, définies dans la solution de 1), on a, a la calculatrice :

n 1 2 3 4 5

I
I (5 + 10_2) —0,49 <0 | —0,2299 <0 | —0,097249 <0 | —0,000296 < 0 | 0,00491 >0

1 1
On a donc : §<U5<§+1072<U4,

1
et on conclut que le plus petit entier s > 1 pour lequel on a 0 < ugz — 5 <1072 est: | s=5
7) b) De méme que dans la question 3., on a: Vz € [0;+00[, gn(z) = (z —1)f,(z) = 2" — 2z + 1.
1
D’autre part, pour tout p € N*, comme (5 + 107”) — 1< 0 et que f, est strictement croissante, on a :

1 1 1 1
U <5 +107 = falun) < fn(5 +1077) = 0< fn<§ +1077) = gn<5 +1077) <0.

1
On calcule donc les g, (5 + 1071’), n = 1, jusqu’a trouver le premier d’entre eux qui soit < 0.

Une procédure possible, en francais, est :
Entrer p
n:=1
1
Tant que 9n(§ + 10_”) >0, faire n:=n+1
afficher 's='n.

8) a) Soit n € N*. On a, en utilisant la fonction g, définie en 7. :

1 1 1 1 1 1 \n+1 1 1
un<§+—<:>gn(un)>gn<f+—)<:>0>(7+—> 72<7+ )+1

2n 2 2n 2 2n 2 2n
(1+ 1)”+1<1 (n+1)”+1< 1 1 < n"
2 2n S 2n S 2n+l = (p 4 1)l



8) b) L’application ¢ : 2 — (z+ 1)In(x + 1) —zlnx — (x+ 1)In2 est dérivable sur |0;+oo[ et on a, pour
tout z €1]0; 400] :

1
Y'(z)=(In(z+1)+1) —(Inz+1)—In2=1In x;— .
x
1
Ona: ¢'(x)>0 < % >1 <= x <1 etdeméme pour 'autre inégalité et pour 1’égalité.
x
z 0 1 400
D’otl le tableau de variation de % : ' (z) + 0 -
(z) /0N
Il en résulte : Vz €]0;4o00[, ¢¥(z)<O0.

Et :

P(@) <0 <= (z+1)In(z+1)—zhz—(z+1)In2<0 <= —(z+1)n2<zlnr—(z+1)In(x+1)
1 ¥ 1 z®

<l = < .
2m+1 n (I + 1)x+1 21+1 (CC + 1)z+1

< In

1 n n

< )
2n+1 (TL + 1)n+1

Et I'inégalité est vraie pour n = 1 (c’est alors une égalité).

On a donc, en particulier : VneN-{0,1},

De plus, I'inégalité est stricte pour n > 2, ce que 1'on utilisera en II 1)b).

=

1 1\5
9) a) D’une part : g4(7) = (*) > 0.

2 2
6 6\5 _6 6\5 1
D’autre part : (7):(7> 92 1:(7> b
autre pat 91\ 11 11 1 11 11
X 6 6\5 1 c
Dot : 94(11) <0 — (ii) < e F <1t s 7776 < 14641

et cette derniere inégalité est vraie.

) . 1 6
] et s’annule en uy seulement, on déduit : 5 <uy < —

. . 1
Comme g4 est continue sur 'intervalle [f Tk

2711

9) b) e L’application h:]0;1] — R, z +— ﬁ est croissante, car elle est dérivable et :
-z
Yo elosl], W)=t s
v S 2(1—x)2 7
Puisque (uy)n>1 est décroissante, par composition, la suite <ﬁ> est décroissante.
—Up)/ n=
. . Un, Uy
E ticulier : Vn >4, < .
n particulier n 0w S 20— up
FEs|
e Considérons les applications k:]0;+o0c] — R, z +— k(x) = er 1
x

Inz — 1)1 1
et £:]1;+00] — R, z+— £(z) =Ink(z) = r Inz —In(z + 1) = zlnz—(z+1)In(z+ ).
z+1 z+1
L’application £ est dérivable sur |1 ;+oo[ et, pour tout & €]1;+o0] :
1 Inx
o= W(UM”WHD(HU ~ (ene — (@ + (e + 1)) = @r

Il en résulte que £ est croissante sur |1;+oo[, puis, par composition avec l’exponentielle, que k est
croissante sur |1; +oo].



En particulier : V>4, k(x)>k(4)

e Il nous suffit donc de montrer : h(ug) < k(4).

6 .
Comme uy < I et que h est croissante, on a : h(ug) < h

11
44/5

Il reste & prouver : g < & (E).

Ona: (E) < 3<4%% «— 3% <4' — 243 <256, et cette dernitre inégalité est vraie.

Up, nn+1

<
21 —u,) n+1

On conclut : Vn >4,

II. Expression de u,, comme somme d’une série
1
1) a) Notons, pour tout p € N* et tout n € N* : s, = o <n§f) +11)> .
n _

Soit p € N* fixé. Ona: VneN*, s,,>0 et:

1 ((n+1)(p+1)>

Spn+l 2(n+1) n

Spn 1 (n(p+ 1))

n n—1
n (n+DE+D))! (n—Dmp+1)!  n (ap+n+p+1)! (n—1)! (np+1)!
n+1 nl(np+p+1)! (np +n)! n+1 (np+n)! nl (np+p+1)
_ 1 (wtntp+l)(ptn+l) 1P (p4 1P
n+1 (wptp+1)---(p+2) meen pPnP o
" 1)p+1
Onadonc: S2n+l | M
Spn 1O pr
D’apres la régle de d’Alembert, on conclut que le rayon de convergence p, de la série entiere S, est donné
par :
PP
Pr = (p+ 1)+t
- 1 (np+1)) - 1 n(p+1)
—9—(p+D) . n_ __ () _ -
1) b) En notant = = 2 ,ona: Spnt o < no 1 2 o DT\ 1 )
9 3, . ]. pp
D’apres I 8), on a : T < bt pr

P
2P =t P

et on a méme l'inégalité stricte, pour p > 2 :

. . : : 1 n(p+1)

. s , . . ,

Il en résulte, d’apres le cours sur les séries entieres, que la série numérique §>1 Y TCEE Y ( n_1
nz

est (absolument) convergente, donc la série du second membre de la relation (7),) est convergente.



1 2k 1 /2 1
2) a) e Pourn=1: I;m?k“(k—1>:23(0>:8
1 2(n + 2) <2(n+1))_1 2.3

1
¢ 2 _AnTs) LI
¢ 2 (n+1)22n+s n 2 2.25 2
d’ou I'égalité voulue.

e Supposons ’égalité vraie pour un n € N* fixé. On a alors :
"i 1 2% \ Z”: 1 2k . 1 2n+1)
e 2kl \ k-1 )~ ] koL \ E—1 (n + 1)22n+3 n

1 2(n + 2) (2(n+1)>+( 1 <2(n+1)>_1 2n 43 (2n+2)

n n 4+ 1)22n+3 n N n

2 (n+1)22+3

T2 (n1)22n+3

1 2n+3  (2n+2)! 1 (2n + 4)!
2 (n+1)220B3pl(n+2) 2 (2n+4)(n+ 1)12203(n 4 2)!

2(n +3) (2(71—&-2))7

1 n+3 (2n+4)!

1
T2 (204422 (n+Dl(n+3) 2 (n+2)22nts

n+1
ce qui montre 1'égalité pour n + 1.
On conclut, par récurrence sur n > 1, a ’égalité voulue, pour tout n > 1.

2) b) Déterminons la limite, lorsque l'entier n tend vers l'infini, du second membre de a). On a :

2(n+2) (2(n+1)> _2(n+2) (2n+2)!  2n+2)2n+2)2n+1) (2n)!
(n + 1)22n+3 n (n+1)227+3 pl(n+2)!  (n+1)223(n+2)(n+1) (n))?’

(2 )! (2—71)2”% 22n\/§ _ 92n

n
D’apres la formule de Stirling : ~ € = = ,
P & (n2 noo ((ﬁ)” 27m>2 V2my/n /7
donc - 2(n +2) 2(n+1) 2%p3 221 0
' (n + 1)22”+3 n noo 22033 /mn T /Tn noo
1 1
11 en résulte, d’apres a) : ; T <k2—k1) =3

Ceci montre que la série du second membre de (T7) converge (ce que 'on savait déja, cf. 1)b) ) et que :
1 X1 2%k 11
2+;]gzk+1(k—1> “ptgyTl=uw

Ainsi, la relation (77) est vraie.

3) Ecrivons le résultat des Préliminaires, avec I'indice k au lieu de I'indice n donné dans 1’énoncé :

—+o00
k+q—1 1
Yozt wae) -l e (M) et =
k=0

Pour n € N* et pe N*, onan(p+1) > 1, d’olt, en remplagant ¢ par n(p+1) :

Jio E+np+1)—1 ok 1
k (14 z)npD)”

k=0
=2 np+1)+k—1 a”
Enfin, en multipliant par ™ : kZ:O(—l)k ( p 1 ) "tk = W.



4) a) Avec la notation de I 5), on a, pour tout p > 1: v, =2u, — 1= 2(up — 7) = 2¢.

Et on avait vuen I5) : ub™! = 2¢,,.

D’ou : vp = 2ep = uPtl = (

1+ ’Up)p"‘l (]_ + vp);DJrl
p 9 =T opr1

2 2p+1 ’
] Up _ 1
et donc : Ao, o7

4) b) Pourp >2etn>1,onawv, €] —1;1], donc on peut remplacer x par v, dans la série entiere du II 3),

d’ou :
“+00
Z(_l)k n(p+1)+k—1 otk — ’Ug :( vp )n _ ( 1 )n: 1
k=0 k P (1 +vp)nPFD) (14 vp)PHL/  I14)0) \2PH1 on(p+1)’

5) a) D’aprés 4)b), on a, pour tout n > 1 :

fa _ 1 (np+1) *i’(_l)k np+1)+k=1\ ap_ L (np+))_1 1
Tt T o -1 k P 2n\ n—1 )2 ponGiD+

k=0

D’autre part, d’apres 1)b), on a vu que cette série (indice n) est convergente. On a donc :

“+o0 1 + 1 +oo oo
2:31 o)+ ( Ezpf 1 > X:I (Za" ’“)

5) b) De méme qu'en 3), en remplagant & par —x, puis en multipliant par ™, on a, pour tous n > 1, p >

Lxe]-1;1]:
" _+§ np+1)+k—1 Lk
(1 — )+ P k ’

En remplacant x par vy, il en résulte que la série Z |an, k| converge et que :

k>0
= 1 (nlp+1)) +k—1 v 1 (np+1) o
Z|a”,k|:% n—1 Z U;H_ :% n—1 (1_,Ul;n(p+1)'
k=0 k=0 P
5) c¢) Notons, pour tout n > 1 : Z |an k| = ( n(p +11)> ((1*1;#) .
e i1 g ) &g . Yp
Pour montrer que la série z; oy, converge, il suffit, d’aprés a), de montrer : ’ (=, ‘ < pPp-
n>=1
Ona:
0< Up _ 2u, — 1 _ 2upy — 1

(1 —wp)Ptt (2= 2up)P 2041 (1 —uy)PH!
ubt!

Up p+1 prFl p+1 pp
= 2PH1(1 — u, )Pt - (2(17up)) 19<)b) (p+l) - W—pp.

—+o0
On conclut que la série E ( E |an,k|) converge.
n>1 k=0



6) a) e L’application A, est linéaire car, pour tout a € R et tous P,Q € R,_1[X] :

Ay(aP +Q) = (P +Q)(X +1) — (aP + Q)(X)
=a(P(X+1)-P(X)) + (QX+1) = Q(X)) = aAy(P) + Ay(Q).

e On a, pour tout P € R;_1[X] : deg (Ay(P)) < deg(P) <q-—1,
donc : A,(P) € R,_1[X]. Ceci montre que A, est un endomorphisme de R,_1[X].

e De plus, comme les termes de plus haut degré de P(X+1) et de P(X) sont égaux, on a, plus précisément,
pour tout P € R,_1[X] :
deg (Ay(P)) < deg(P)—1<q—2.

En réitérant, on déduit : deg (A(P)) < —1, donc AJ(P) =0, pour tout P € R,_;[X], donc A? = 0.

On conclut que A, est nilpotent.

6) b) Ire méthode :

Une récurrence immédiate (comme pour la démonstration de la formule du binéme de Newton) montre :

q
VP eR,1[X], AYP =Z ( )P(XH)
i=
P
Comme A{ = 0, on conclut : Z(—l) (?) PX+j)=0.
=0

2é méthode :
En notant 7 : P(X) € R;_1[X] — P(X+1) e R,1[X] et I : P(X) € R;_1[X] — P(X) € R,_1[X],
ona: A, =T-1.

comme T et I sont des endomorphismes de R,_1[X] et qu’ils commutent, on a, d’aprés la formule du

binéme de Newton : .
0=A?=(T-1I) Z ( )Tﬂ

Jj=

D’autre part, il est clair (par une récurrence immédiate) que :
VjeN, VP eR, 1[X], TV(P)=P(X+j).

D’ou la formule voulue.

7) a) On a :

g+1 g+1 1—n

_ _ N DT np+1)+qg—n) (np+1)) g1

>k = Do = 3 o — (" 0L w1 )
n=1, k=0, ntk=q+1 n=1 n=1

+1 n

_ ‘JZ (—1)a+! (np +q)! (np+n)
— 2n (g—n+Dlnp+n—-1) (n—D(np+1)!'P

+1 .
— (—1)et! (np + q)!(np + n)! o
2 (g—n+1lnp+n—1nlnp+1)!7

+1 .
_ qz (=1t! (mp+lp+n) 4
2 (g—n+1Dnl(np+1)!'P



g+1 (_1)q+17n

(

n=1 2 np+ 1) (qg—1)(g—n+1)n!?
+1 B
_ qz (—l)fH-l 'rln(p + 1) np + q q it
=1 2q np+1)\qg—n+1)"?
+1
pP+1 0% .
= Lot e (1) e,
n=1
en notant : P(X)=(pX+¢q)(pX+q—1)---(pX +2) € R,_1[X].

D’apres 7)b), on déduit :

Z Qn k= 0.

n=1, k20, n+k=q+1

7) b) D’apres les Préliminaires, on a :

+oo —+o0 —+o0
S(T0)-S( T e (X wa) oot
n=1 k=0 a=0 " n>1,k>0, ntk=q V) 020 S n1, k>0 k=g
Et . a _ 1 p p+ 1 Ul _ 11}
1o 2\ 0 0 P
—L/p+1\(p+1) » 1 2
a1 2< 1)( 0 )%= 3+,
1/2p+1 2p+2 1 9 pP+1,
. 1 1. .
On obtient : a10+a1,1 +az0 = S = 5(2up —1)=u, — 3 d’ou la relation (7,), pour p > 4.

8) a) Avec la notation s, de la solution de II 1), on a :

\ o= 1 nip+1)\ _ I 1 /(np+1)) _ 1 s >0
™ pon(p+1)+1 n—1 T on(p+l) 2p n—1 ~ on(p+1) TP

et

Ang1 _ 2n(e+l) Spnt1l _ 1 Sspaga 1 (p+ 1)t
)\n - 2(n+1)(p+1) Sp,n B op+1 Sp.n noo 92pr+1 pP ’
1 (p+1)ptt o
En notant | p, = T —r— > 0| qui est indépendant de n, on a donc : 41 ~ ppA,.
p Moo

1 P’
2 = (pt el

8) b) ¢ On a vu en I 3)a) que, pour p > 2 : donc : pp, < 1.

D’apres la regle de d’Alembert pour les séries numériques, il en résulte que la série E A, converge.

n>1

e Puisque A\py1 ~ ppAy, et que la série ZA” est a termes > 0 (donc > 0) et est convergente, d’apres
noo

n

—+o0 —+oo
un théoreme de sommation des relations de comparaison, on a : E A1 ~ E HpAn,
noo
k=n+1 k=n-+1

cest-a-dire : R,(n+1) ~ pRy(n).



. . R (n) - /\n+1 R (TL + 1)
Mais : R 1)=R — g1, doun: 2 =2 —
als P(n + ) P(n) +1 ou Rp(n) Rp(n) noo Hps

)‘n+1 _ _Rp(n + 1) — )‘n+1

_ Ant1 Hp
Ry (n) Ry (n)

donc : ~ ~
noo 1—/_},p noo 1—/.tp

+1 — 1—p,, etenfin: Ry(n) A

ITI. Réversion de Lagrange

1) a) e L’application F : R®> — R est de classe C*°, car ® l’est.
e F(0,0,0) =0
oF

. a—y(z,t,y) = —1+2%'(y), donc 2—5(0,0,0) =—-1#0.

D’apreés le théoréme des fonctions implicites, il existe un voisinage ouvert U de (0, 0) dans R?, un voisinage
ouvert V' de 0 dans R et une application ¢ : U — V caractérisée par la condition :

V(z,t) €U, Vy eV, (F(x,t,y)zO = ych(a:,t)).

De plus, ¢ est de classe C*° sur U.

Ainsi, il existe un voisinage ouvert U de (0,0) dans R? et une application ¢ : U — R (et une seule), de
classe C'*°, telle que :

©(0,00=0 et V(z,t)eU, F(z,t p(z,t))=0.

1) b) On a, pour tout (z,t) € U :

0]

7(‘%775790(1'7”):_81; == :
’ (Ty(w,t,so(x,t)) 1+ 2@ (z,t, (1))

oF
0 a(xvtaW(I7t)) 1

dp __ =-
i (ot el ) 87F(:c Lo(et) — Lte®(etet)
ay Y ?

d’out : g—i(x,t,gp(x,t)) = @(gp(x,t))%—f(x,t,@(x,t)),
ou encore : g—i = (Do) Zf
2) a) L’application u est de classe C* sur U comme composée d’applications de classe C'°.
On a, par dérivation d’une application composée : % =(fo gp)gﬁ et % =(f'o gp)%—f,
d’otr, d’apres 1)b) : % =(fop)(®o @)g—f =(®o gp)%

2) b) Récurrence sur n.
e Pour n = 1, la formule voulue est le résultat de a).

e Supposons la formule vraie pour un n € N*.

Les applications qui interviennent sont toutes de classe C'*° et on peut appliquer le théoreme de Schwarz
pour intervertir I’ordre des dérivations.



On a, en notant ¥ = & o ¢ par commodité :

n

oty 9 (8”u> 0 (8”_1 {\IjnauD on—t (8 [‘I’"auD on—1 (mpn_lilf@_ﬂl 0 (8u)

9zt — dz\ozn) ~ oz \ar—1 L atl) T a1 \gz L o))~ a1 ox ot ox \ ot
ol L 9Wou D Ou ol OWou OV ou . 0%
= g (e G T (V) = e (G G Y T )
on—t L 0¥ 7 0u g1 0% ot 1O [ Ou O (10U
= e ([0 G T v G ) = g (5 Y 5 ]) = e (V5

ce qui montre la formule pour n + 1.

La formule voulue est donc établie, par récurrence sur n > 1.
2) c¢) Remplacons x par 0 dans le résultat de b). On a :

y=¢(0,t) <= F(0,t,y) =0 <= t—y=0 < y=t,

donc : ¢(0,t) = t, puis : u(t) = (fop)(t) = f(t), %(O,t) = f'(t).
Et: ®op(0,t) = D(t).

. anu dn_1 n pf
Ainsi : %(Oﬂf) = W((‘I’(t)) ! (t))

3) a) Supposons, par exemple, ¢g'(0) > 0, le cas ¢’(0) < 0 s’y ramenant en remplagant g par —g.

Puisque ¢’ est continue en 0 (car g est de classe C° sur R), il existe un intervalle ouvert J contenant 0
tel que : VselJ, ¢'(s)>0.

Il en résulte que g est strictement croissante sur J.

Comme ¢(0) =0, on en déduit : Vs e J— {0}, g(s)#D0,

donc o(s) existe pour tout s € J — {0}, et d’autre part, o(0) existe.
Ceci montre que o existe.

3) b) Remarque : Cette question est inutile, puisque ’on va montrer directement, dans la question c) suivante,
que o est de classe C*° au voisinage de 0.

e D’apres a), o est définie sur un intervalle ouvert J contenant 0.
s s—0

: _ _ _(9(s) —g(0)\ ! ot
e Ona: U(s)_@_g(s)fg(O)_( p— ) 70 (9(0)) 1_0(())7

donc o est continue en 0.

e o est de classe C*°, donc de classe C!, sur J — {0} comme quotient de deux fonctions de classe C*°
g(s) — sg'(s)
-
(9(s))

e Puisque g est de classe C sur R, g et ¢’ admettent des développements limités en 0 & tous ordres, et

dont le dénominateur ne s’annule pas, et on a, pour tout x € J — {0} : o'(s) =

on a : 82
9(5) = 9(0) + sg'(0) + 59" (0) + 0 (57
g'(s) = ¢'(0) + 59" (0) + o(s),
d'otr - 9(s) = 59'(s) = = 5.9"(0) + o(s?),
2
~ 5 57(0) + of2) p
puis : o'(s) = 2 N _9"(0).

s29”(0) + o(s?) s — 0 2¢(0)
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Puisque o est de classe CY sur J, de classe C* sur J — {0} et que o/ admet une limite finie en 0, d’apres
le théoreme limite de la dérivée, o est de classe C' sur J.

1
3) c) Considérons l'application 7:J — R, s+— 7(s) = / g'(st) dt.
0
1
On a : Vsed, st(s)= s/ g (st)dt = [g(St)];o =g(s) — g(0) = g(s)
0

ot 70) = /0 g'(0)dt = ¢'(0).

On a vu en 3)a) que g ne s’annule en aucun point de J. Il en résulte que 7 ne s’annule en aucun point
1

de J. On a donc, par la définition de o en deux cas: Vs e J, o(s) = o)
7(s

D’autre part, comme Papplication (s,t) — ¢’(st) est de classe C* sur J x [0;1], d’aprés un théoréme
de dérivation sous le signe intégrale, 7 est de classe C'*° sur J.
On conclut que o est de classe C*° sur J.

4) Puisque g est de classe C™ sur J et que ¢’ ne s’annule en aucun point de J, d’aprés un théoréme du cours,
g réalise une bijection de J sur l'intervalle g(J), et la bijection réciproque, notée h, est de classe C*°
sur g(J).

5) a) On a, pour z voisin de 0 :
y=¢(z,0) <= F(z,0,y) =0 <= 0—y+zo(y) =0 <= zo(y) =y <= z=g(y) < y=h(z).

On conclut que, pour tout z voisin de 0, on a ¢(x,0) = h(x).

n n—1
5) b) et 6) D’apres 2)c), pour t =0, on a : %(070) = (ciitnq (0" f)(0).
D’autre part, pour tout = : wu(x,0) = (f o h)(z), donc : g :L(x, ) = W(@’
" T
o dr(foh)
et, en particulier : 5 (0,0) = T(O)
d™h dnfl(anf/)
On conclut : g (0) = W(O)

d,h
d.%‘”

0=""1").

En particulier, en prenant pour f 'application identité, on obtient :

IV. Application & la suite (uy)n>1

1
1) L’application 7, :  —— est de classe O sur | — 1; 400, donc sur [O ; f]
p

T
AT o)
On a, pour tout z €] — 1; 400 :

o o o 1—px
/ _ 1 2 _ 2 —
Tp($)—(1+$) P —.T(p-i—l)(l-f—l’) p _(1—|—$> P ((1+-’17)_(p+ 1)1') —W7
d’ou : VIE |:O71|:7 TII)(SC) > 0.
p
1
. 1\ p PP
De plus : Tp(};) = 1 Pp:



On déduit, d’apres le cours :
1
o 7, réalise une bijection de [O; f} sur [0;pp], et T, ! est continue, donc 7, réalise un homéomorphisme
p
1
de {0;7} sur [0; pp)
p

! est de classe C*, donc 7, réalise un C°-

1
e 7, réalise une bijection de [0; 7[ sur [05p,[ et 7,
p
1
difféomorphisme de [O; - [ sur [0; ppl.
p

2) On applique la formule de réversion de Lagrange en prenant g = 7, ce qui est possible car 7, est de classe
C> et 1,(0) =0, 7,(0) = =1 #0.

. dn’LUp _ dn—l(o.n)
On a donc : W(O) = 1 (0).
Et : o(s) = —— = (1+s)P*!,  o"(s) = (1 + 5)"@+D),

()
d’ou, par récurrence immédiate :

%“) = (n(p+ 1) (n(p+1) = 1) - (n(p+ 1) = n+2) (1 + 52D =141

~ (nlp inisz(l,)l)'_ o) (1+s)"7 = (n—1)! (“g’jll)) (14 5)m+
puis, en particulier : %(0) _(n 1) (n;p _+11)) |
onsimes S (M) L ()

3) a) Puisque 8 > 1, d’apres 'exemple de Riemann, la série Z b, est convergente.
n>1

3) b) Remarquons d’abord que, puisque « > 1, il existe bien 8 € R tel que 1 < § < a, par exemple :

1+ o
f=——
b1 n? 1\-8 8 1
na by (n+1)8 T n oG
n by 1 1 — 1
s b (12l D) <L),
Qn, bn n n n n n n
. b
Comme § — a < 0, il existe donc N € N* tel que : ¥Yn > N, Antl _ Ontl
n bn
n bn b
On a ainsi, pour tout n > N + 1 : a4 < J ey aN+1 <
Ap—1 bn—l an by
n bn
d’ol, en multipliant membre & membre, puis en simplifiant, par télescopage : an < b donc :
an N
an
a b

Puisque la série E b, converge, par théoreme de majoration pour des séries a termes > 0, on conclut
n

que la série E an converge.

n
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4) D’apres le cours sur les séries entieres, la série entiére proposée converge (absolument) sur | — pp ; Ppl-

Il reste & montrer la convergence en —p, et en p,. A cet effet, on va montrer ’absolue convergence en
p D )
—pp et en p,, ce qui revient a la convergence en p, car les coefficients de cette série entiere sont tous > 0.

1 (n(p+1)

En notant a, = ) pg, on a a, > 0 et, en utilisant les s, introduits dans la solution de

2n n—1
II1),ona: a,=s,n,pp, dol:
ny1 Spnyr 1 (mp+ntp+1)---(np+n+1)
an Sp,n Pr n+1 (np+p+1)---(np+2) Pr
p+1 1
(14 2 ) (1 )]
o e o+ n e w
o 1 2 p+1
ntl (np)”[(1+li)-~-<1+—ﬂ (p+ 1)
pn pn

) np+1(p+1)p+1(1+%)[(1+m>«~<1+m)] o

1 2 +1
n+1 nppp[(1+]i)...(1+7>} (p+1)P
pn pn
1+ i
P P P
1 k1 kE+11\7-1
B (TR ()
k=1 1+ k=1 p+in k=1 pon
pn
P P
k1 k+11 1
= [0+ ) T =50 ()]
k=1 p k=1
P P
k E+1y\1 1
- (- L]
k:1p+1 =1 P " "
Et notée —a
P P P P
k k+1 k k 1
R IR IR S DR
k*lp—’_l = P a2 =1 P
P P
1 1 ) 1 1 pp+1 3
= -——)k+1=—— k+1l=——— +1=->1
;(p p+1 p(pH); pp+1) 2 2
D’apres 3)b), on conclut que la série Z a, converge.
n>1
Finalement, la série entiere envisagée converge sur [—py ; pp)-
(n)
s DY wp (0) _ 1 (n(p+1)
5) a) D’apres 2) : Vn>1, o=t )

D’apres la définition de S, et le lien entre coefficients d'un développement en série entiere et dérivées

255 (0 1
successives en 0 de la fonction développée, ona: Vn > 1, pni'() = 2% <nglp+11)) .

(n) )
On a donc : Vn>1, 2 '(0) _ (2519)' (0)
n! n!

De plus, 1’égalité est aussi vraie pour n = 0, car w,(0) = 0 et S,(0) = 0.
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(n) (n)

0 25 0

On a donc : Vn €N, Wp (>:( ») ()
n! n!

Ainsi, wy et 25, ont le méme (partie réguliere du) développement limité & tout ordre en 0 (ces développements

limités en 0 existent car ces deux fonctions sont de classe C'*° sur un voisinage de 0).

Par opérations sur les développements limités (produit, combinaison linéaire), il en résulte que les deux

fonctions
p+1 p+1

x> 25, (x) — 2 (1 +25,(x))

ont le méme (partie réguliere du) développement limité en 0 & tout ordre.

etz r— wy(x) — (14 wy(z))

5) b) Par définition de w, comme réciproque de 7,, ona: Yz € [0;p,], == wp—(:v)pH
(1 + wp(x))

donc : Vo e0;p), wy(z)—a(l+ wp(x))p+1 =0.

Ainsi, la partie réguliere du développement limité & I'ordre n en 0 de & — wy(x) — x(l + wp(;v))pJrl est

nulle, donc, d’aprés a), il en est de méme pour z — 25,(z) — z(1 + QSp(as))pH.

Mais, comme S, est développable en série entiere en 0 de rayon > p,, par opérations (produit, combinaison
e . . 1 ’ - BN

linéaire), D'application = — 25, (z) — z(1 + 2Sp(x))p+ est développable en série entiere en 0, et son
rayon est > p,. Comme les coefficients de ce développement en série entiere sont aussi les coefficients
du développement limité en 0 & tout ordre, il s’ensuit que les coefficients de ce développement en série
entiere sont tous nuls, et, par unicité du développement en série entiere de la fonction nulle, on conclut :

Vo €0;p[, 2Sy(z) —z(1+ 2Sp(:c))p'Irl =0.
Enfin, puisque la série entiere donnant S, converge en p,, d’apres un théoréme du cours, S, est continue

en pp, donc le résultat précédent est aussi valable en p,, d’ou :

Va € [0;p,), 29,() — a1 +25,(x)" " =

0.

5) ¢) On a donc : Vo e0;p), (25,(2)) = (1+22?)((?))”1 =1z =7, (wp()).

Comme 7, est injective (sur [0;pp]), on déduit : Yz € [0;p,], wp(x) = 25,(x).

1 1 1
6) a) D’apres 1 7) et 8), on a : igupgi_y%’
L 1
donc, comme v, =2u, —1,ona: 0< v, < ;), c’est-a-dire : v, € [O; ;J
v 2u, — 1 2u, —1 1 1
6) b) e D’apres 6 iste, et : = P =_P =P =
) b) e D’apres 6)a), 7,(vp) existe, et on a: 7,(vp) A o)~ Guyr T B = e

car ubtt = 2u, — 1, cf. 13).
D’ou :

1 1 SRR A AV IR P+ 1)
vp=wp(2p+1):25p(w):2z_:lm<nf—1 ><2p+1) :Zmn(w(nég—l )

n(p+1)),

“+oo
1 1
et enfin, comme v, = 2u, — 1, on conclut : wu, = 3 + Z on(prD)+T ( n—1
n=1

ce qui montre la relation (7},) de la partie II.

k kR ok ok ok ok ok ok k ok ok ok ok ok ok ook sk sk ok ok ok ok ok k ok ook ook sk 3k ok ok ok ok kk
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