Corrigé de I’épreuve d’Analyse du Concours 2005
Jean-Marie Monier

Questions préliminaires

1. Soit = (xk)r>0 € E. Notons y = Tz = (yx)k>0- On a :

k
1 1
| < g Do lail < oy e Dl = lall,

et donc : y € E et ||y|| < ||z]].
Ceci montre que F est stable par 7 et que:  Vx € E, ||Tx|| < ||z

On note T': E — E 'endomorphisme induit par 7 sur E.

2. Puisque 7 est linéaire, que E est un C-sev de &, et que FE est stable par 7, T est linéaire.

D’apres le résultat de 1., T est continue. De plus, |||T]|] < 1.
3. Soit & = (x)k>0 € E.. Il existe £ € C tel que zy, — £
On a donc oz, — ¢ = 2 (1).

Comme la série de terme général 1 est divergente et a termes réels > 0, d’aprés un théoreme de
sommation des relations de comparaison, on a :

S 0= (X1) = 2 (4 1)

7=0 7=0
d’ou :
Lk
yp — L= Pl j;(xj —{) = kgo(l)’

c’est-a-dire : yr — /.
koo

Ceci montre :
VeeFE., Txe€FE,.,

c’est-a-dire que FE. est stable par T.

Plus précisément, on a montré que, pour toute x € FE, si x converge vers /¢, alors Tz converge
vers /.

Partie I : Exemples

A. Premiers exemples

1. On a, pour tout kK € N :

) 1 ) . . 1
(1 _e10>yk _ _(1 _610)(1 +619 +_..+elk9) _

k+ 1 = et



Sie? #£ 1, alors :

1(k+1 1 2

‘\ k+1‘1—619| koo

lyr| = — 0,

il
donc y converge vers 0.

Si e = 1, alors, pour tout k € N, z, = 1, donc, pour tout k¥ € N, , = 1, et donc y converge
vers 1.

On conclut : y € Ee.
2.(a) Soient p >0, 0<j<n.Ona:

1 pn+j 1

Ypn+j = (p + 1)-

- =
pn+j+1 q;o T opn+j+1

2.(b) Soit k € N. Par division euclidienne de k par n, il existe (p,j) € N?> tel que : k=pn+j et
0 <j<n.Ona, dapres (a) :

y _l‘ ‘ p+1 ‘_‘ n—j—1 | n—j5-1 < n < 1
prty pn+]+1 n

1
n (pn+j+Dnl (nt+j+n = (nt+j+n ~pnt+j K
Il en résulte yx o 0, donc y € E..
o0
3. D’apres la 3eme question préliminaire, si x converge, alors Tz converge. D’apres 'exemple
précédent, il se peut que : = diverge et T'x converge.

L’exemple précédent montre que la réciproque de la 3éme question préliminaire est fausse.

4.(a) i. On suppose t # to. Raisonnons par Iabsurde, supposons z(t) convergente. Notons ¢ la
limite de z(t).
Puisque :
VEEN, zpp(t) = (zr(t) —1)°,

3++5

on a, par passage a la limite, £ = ({—1)2, d’oun ¢ = . Mais les x4 (t) sont tous dans [0; 1],

3+V5 o 3—V5
2

> 1, on déduit ¢ = 5

donc ¢ € [0;1], puis, comme =to.

4.(a) ii. On suppose ici t # tg.
e On a, pour tout k € N :
Trp1(t) —to = (wr(t) — 1)° = (to — 1)2 = (ax(t) — to) ((mk(t) 1)+ (to — 1)).
Comme z5(t) —1 < 0et tp — 1 <0, il s’ensuit :
Tpt1(t) =ty = ap(t) = to.

Mais z¢(t) =t # to, donc, de proche en proche : VkeN, x(t) #to.

e On suppose que z(t) converge. D’apres i., z(t) converge vers tg.

D’autre part, comme les x(t) — to sont tous non nuls, on peut former des quotients :

(t(;)—tt = (z1(t) = 1)+ (to = 1) = 2(to — 1).



4.(a) iii. Mais : 2(tg — 1)| = ‘2(3 _2‘/5 - 1)‘ =N -Vl =v5-1>1.

{Ek+1(t)—t0 .9

Puisque (to — 1), on a, & partir d’un certain indice N :
Tk (t) — to koo
t)—1
}karl( ) 0‘ o1,
zi(t) —to

et donc |zp41(t) — to| > |zx(t) — tol. Il en résulte que la suite (| (t) —tol), . est (strictement)
croissante, d’ott, pour tout k > N, |z(t) — to] = |rn(t) — to], qui est une contante > 0, et donc
2k (t) ne tend pas vers ¢ lorsque Uentier k tend vers l'infini, contradiction.

On conclut que, pour tout ¢ # tg, la suite z(t) diverge.
4.(b) i. On a, pour tout z € [0;1] :
9(@) = F(f@)) = (f(2) = 12 = (& — 12 = 1)? = (&% — 20)* = 22w — 2)2.
L’application g est dérivable et, pour tout = € [0;1] :
g (z) =2z(z — 2)(2z — 2) = 4(z — 1)(z — 2).
D’autre part, pour tout = € [0;1] :
gx) —z=2*(z -2 —z=z(z(x—2)> - 1) = 2(z® — 42® + 42 - 1)
=a(x—1)(2? =32+ 1) = z(x — 1)(x — to)(x — up),
3+5
2

en notant wug = > 1.

On dresse le tableau des variations de g, on trace la courbe représentative de g, et on a facilement la
position relative de cette représentation graphique par rapport a la premiere bissectrice du repere.

On a, pour tout ¢t € [0;1] et tout k € N :

Tpp2(t) = f(f (1)) = g(zk(1)),

donc :
Topr1(t) = g(w2k-1(t)) et wapyo(t) = g(war(t)).

Tableau de variations et courbe représentative



4.(b) ii. e D’apres le graphique (I’énoncé dit qu’on peut se contenter d’une argumentation fondée
sur le graphique) :
si 0 <t < tg, la suite (Z‘Qk(f))k>0

suite (m2k+1(t))k>0 est croissante et de limite 1

est décroissante et de limite 0, et, comme to < x1(t) < 1, la

si t = tg, les suites (ng (t))k>0 et (x2k+1(t))k>0 sont constantes égales & tg

si tg < t < 1, la suite (w2 (t))
décroissante et de limite 0.

est croissante et de limite 1 et la suite (wgr11(t)), ., est

k>0 k=0

Les suites extraites ({EQk (t))k>0 et (x2k+1(t))k>0 sont donc convergentes.

1
e Comme yi(t) = il (zo(t) + -+ xx(t)), on voit en groupant les termes deux par deux et en
1
séparant en deux cas suivant la parité de k, que y(t) padi-t
o0

. 1 ., .
On conclut que y(t) converge et que sa limite est : 2 sit # tg, et to sit =tp.

4.(b) iii. Chaque yi : [0;1] — R est continue (car polynomiale) et la suite (yx)r>o0 converge
1
simplement vers I’application z : [0;1] — R qui vaut ¢y en ¢ et 3 ailleurs. Si la suite (yx)r>o0

convergeait uniformément sur [0; 1], d’aprés un théoreme du Cours, z serait continue sur [0; 1], ce
qui n’est pas, puisque z est discontinue en tg.

On conclut que la suite (yx)r>0 ne converge pas uniformément sur [0;1].

B. Une remarque

1. On a, pour tout k> 1 :

1 k 1k—1 1 k k—1 1 k—1
PRI L o PR AT | 1 _ ’
—— \kHZ% DI k(“l)\kzxj D D e e e DL
J=0 j=0 j=0 =0 =0
k-1

1 1 2||z||

<=k i) < 572k = —.

L |wk|+;o|xg) Gl =

2. Question classique, mais difficile
D’apres 1., on a: yr — yr—_1 — 0.
Notons V Pensemble des valeurs d’adhérence de la suite (yx)r>0-
Soient (a, 3) € V2 tel que a < 3, v €]a; 3.
Soient € > 0, kg € N.

Puisque yx — yx—1 k—» 0, il existe k1 € N tel que k1 > kg et :
o0

Vk >k, |yp—wyr-1| <e
Comme « € V, il existe kg > ky tel que : |y, — o <e.
Puis, comme § € V, il existe k3 > ko tel que : |yp, — 8| < e.

L’ensemble {k € {kay ..y ks}, yp < v+ 5} est non vide (il contient ks), fini, inclus dans N, donc

il admet un plus grand élément noté k.



On a déjayy < v+e.
Siky=ks, alorsyp, =yr, 20— =27 —c¢.
Si k4 < ks, alors, par définition de k4, yi,+1 = v+ ¢, donc yi, = Yk, +1 —€ = 7.

Ceci montre :
VE>O7 VkOEN7 H1621{;07 7_5<yk<7+57

donc 7y est valeur d’adhérence de la suite (yg)r>0, ¥ € V-

On a montré que, pour tout (o, ) € V2 tel que a < 3, on a [a; 3] C V, donc V est un intervalle.

C. Suites a valeurs dans {0,1}

1. eOn a:
lup—p!| = 1424 (p—1)! = (1!+2!+~ —+(p=2))+(-D! < (p-D)(p-2)+(p—1)! = 2(p—1)! = gp!-

11 en résulte u, — p! = o(p!), et donc : wu, ~ pl.
poo

e De méme, et plus simplement :

lop—(2p— D! =143+ +(2p-3)! < (p—1)(2p-3)! = 2p— 1) =o((2p—1!),

1
2(2p — 1)(

donc: v, ~(2p—1)!.

~
poo

2. 1l est clair que :

U2q
sip est pair, p=2¢q, g € N,on a y; = LZ% - Yo
’U,Qq =0 ’U,Qq
1 U2q+1 v
si p est impair, p=2¢+1,¢€ N,on a y; = ij: a_
U2q+1 =0 U2¢+1
3. D’apres 2. :
Vs, — Vg (2¢ — 1)! :i 0
Upg+1 9% (2 + 1)1 2q g
° . Vg+1 N (2q+ 1)' .
yu2q+1 - U2q+1 + 1 qoo (2(] —+ ].)' qoo

Alinsi, y est une suite a valeurs réelles dont 1’ensemble des valeurs d’adhérence est un intervalle (cf.
B.2.), contenant 0 et 1, donc contenant [0;1]. Comme d’autre part, d’apres A.1., ||y|| < ||z|| = 1,
les yx sont tous dans [0; 1], donc ensemble des valeurs d’adhérence est inclus dans [0;1].

Finalement, ’ensemble des valeurs d’adhérence de y est [0;1].

Puisque les z, sont tous dans le fermé {0, 1}, les valeurs d’adhérence de z sont toutes dans {0,1}.
D’autre part, comme x prend une infinité de fois la valeur 0 et une infinité de fois la valeur 1,

0 et 1 sont valeurs d’ahérence de .

Finalement, 'ensemble des valeurs d’adhérence de x est {0,1}.

On remarque que, dans cet exemple, ’ensemble des valeurs d’adhérence de y est considérablement
plus «grand» que celui de z.



4.(a) On a, pour tout k > 0 et tout p > 0, puisque les X}, sont indépendantes :

1\ptl
P(Xp = Xpy1 = . = Xpyp = 0) = p(Xp, = 0) -+ p(Xppp = 0) = (5) ;
d’otli, puisque les événements (X =0) N --- N (Xg4p0), p > 0 forment une suite décroissante :
. 1\p+1
VpeN, p(V]}k:, ijo)gp(Xk:,_,:Xker:o):(5) ,

et donc : p(Vj}k, Xj:O):O.

4.(b) Soit w € Q. Notons S, = {w € Q; (Xk(u)))]620 € E.}.

11 est clair qu’une suite & termes dans {0,1} converge si et seulement si elle est stationnaire sur la
valeur 0 ou la valeur 1. Notons, pour tout k£ € N :

Sk(O)z{wEQ;Vj>k, Xj(w):()} et SMl):{wEQ;Vj}k, Xj(w):l}.

On a alors S, = U Sk ol on a noté, pour tout k € N, S = S;(0) U Sk(1).
kEN
D’apres a), pour tout k € N, p(Vj >k, X;= 0} =0 et, de méme, p(Vj >k, X;= 1} =0.
Par sous-additivité dénombrable, on déduit :
+

+oo
p(Se) <D p(k) < 3 (p(Sk0) +p(S1(1) ) =0,
k=0

8

ES
I
o

et donc : p(S.) =0.
Il en résulte que la probabilité pour que la suite (Xj)r>0 converge (simplement, non précisé dans
I’énoncé) est nulle, et donc la suite (X )r>0 diverge presque sirement.

4.(c) D’apres la loi forte des grands nombres, la suite (Yj)r>0 converge presque siirement vers 2’

espérance commune des variables aléatoires indépendantes Xy.
Partie II : Etude de I’endomorphisme T
A. Généralités

1. Soient © = (zk)k>0, ¥ = (k)0 € £E. on a :

Yo = To
2y1=1‘0+l‘1

y=7Tr
(k+ Dyks1 =m0 + o1+ + 2%

Yo = To To = Yo

2y1 = Yo + 21 1 =2y1 — Yo

= : = :
(k+1Dyr = kyr—1 + a1 = (k4 Dyp — kyr—1




Ceci montre que, pour tout y € &, il existe x € £ unique tel que y = 7z, et donc 7 est une
bijection de &£ sur lui-méme.
De plus, I'application réciproque est I'application qui, & chaque y = (yx)r>0 € £ associe
x = (x)k>0 défini par :
xo=yo et Vk=1, zp=(k+Dyr — kyr—1.
2.(a) Soit A € C — A.
On a, pour tous = = () k>0, ¥ = (Yk)k>0 € € :

1
y=(7 —ANdg)(z) <= y=Tx— Iz < VkeN, ykzm(xo+--~—|—zk)—/\xk

= VEeN, (1-Ak+1)zp=(k+DLy— Y ;.
0<j<k
Comme 1 — A(k + 1) # 0, il existe xg, z1, ... convenant et unique (de proche en proche).

Ceci montre que, si A ¢ A, alors 7 — Mdg¢ est bijective.

1
2.(b) Soit A € A. Il existe p € N tel que A = PR
p

Soit (z,y) € £2. On a, comme en (a) :

y=(T -~ Ndg)(z) <= YkeN, (1-Ak+1)zp=k+Dy— Y 25

0<j<k
Yo = To
—
{Vk >1, (1-Ak+1)=(k+1yp — kyp—1.

Pour k = p, apparait la condition 0 = (p + 1)y, — pyp—1-
o Il existe y € & telle que (p+ 1)y, — pyp—1 # 0, par exemple la suite y = (yx)r>0 définie par :

vk 7é D, Yk = 0
yp = 1.
Il en résulte que 7 — Ald¢ n’est pas surjective.
0 si k#p
e Considérons la suite z définie par : T =
1 si k=np.

On a alors (7 — Mldg)(z) = 0 et « # 0, donc Papplication linéaire 7 — M\dg n’est pas injective.
3. Soit y = (yk)k>o eé.

Puisque 7 est bijective, il existe 1 =7 "'yetona: Vk=>1, zp = (k+1)yr — kyp_1-
Alors :

yem(T) < z€E <= (wp)kzo bornée < 3K >0, Vk =1, |[(k+1ys—kye—1| < K.

4. e Puisque 7 est injective, sa restriction T & E est aussi injective.
e Considérons la suite réelle y = (yi)r>0 définie par : Vk €N, gy = (=1)*.
Alors y € E mais y ¢ Im (T) car, pour tout k > 1 :
(k+ Dyp — k| = [(k+ D(=D)" = k(=D | = |(k+ 1) + k[ = 2k + 1,

et la suite de terme général 2k + 1 n’est pas bornée, et on utilise le résultat de 3.

On conclut : T n’est pas surjective.



B. Quelques suites auxiliaires

1\ 1
1. Remarquons d’abord que, pour tout k > 1, 1+ (1 — X) % existe et est # 0.
En effet, A\#0 et k #0, et on a :

1\ 1 1
1 (1--)—:0 A+ A—1=0 A= — .
+ 3% — + — )
1
Comme)\géA,ona)\;ék—_H,etdonC1—1—(1——) £ 0.
1
On a a9 = T qui existe car A # 1 et est non nul, donc, par la formule de définition des ay,
1
comme le coefficient —————<+ est # 0, les o} sont tous non nuls.
T+ (1-%)%
2. Ona:
Injag| — Injag_1| = 1’1+(——)1‘7 1‘1+ +ib) ’ 71‘1+ + ’
nlog| —Injag_1| = n Vi a lk i—-

(D) ()= dn(oe 2 )
- e (@) = —iolw)

3. On suppose ici a < 0.

a - (. a . PR
On a In|ag| —In |ak,1| ~ _E > 0, et la série de terme général % diverge, donc, par théoréme
d’équivalence pour des séries & termes réels > 0, la série de terme général In |ay|—In |ag—1| diverge.

De plus, notre série est a termes réels > 0 a partir d’un certain rang et divergente, donc ses sommes
partielles tendent vers +oco. Ainsi, In|ag| — 400, et donc: |ax| — +o0.
koo koo

4. On suppose ici a = 0.

Notons, pour k£ > 0: S = k%ag|, et, pour k > 1: v =Infg — InBr—1.
On a:

vp = In (k% ag|) —In ((k — 1)%|ak—1]) = alnk + In|ay| —aln(k — 1) — In |a,_1|
o) (- o) (- +0() -0(2)

- [ 1 -
Comme la série de terme général O 72 est absolument convergente, donc convergente, la série

de terme général vy, converge. D’apres le lien suite/série, il en résulte que la suite de terme général
In ), converge, vers un réel noté £. On a donc Infy = £+ o0(1), d’ott alnk +In|ak| =€+ o(1),
puis Injag| = —alnk + £+ o(1), et donc :

log| =exp (—alnk+ £+ 0(1)) = C eolt

En notant A; = ef > 0, on conclut : |ak| ~ —.



5.(a) On a :
1 (k—1)0 koL
k|04k—1| koo kA7 koo Aj

= 0.

a—1

Comme a > 0, la série de terme général diverge et est a termes réels > 0, donc, par théoreme

Ay
de sommation des relations de comparaison, on a :
k 1 k Jafl
U’“:Z ila;_1| o Z A
- oo
j=1 JG5 -1 j=1 1
D’autre part, par une classique comparaison somme-intégrale, on a :
k k
e _ k*—1 k®
E ]a 1 ~ t(L 1 dt = ~
. koo Jq a koo @
Jj=1
ka
On obtient ainsi : Uy ~ .
koo CI,Al

. .U ) . .
Il en résulte que la suite de terme général k_: est convergente, donc bornée. Ceci montre qu’il

existe Ay > 0 tel que :
Vk>1, 0< U< Azk“.

1
5.(b) On a vu ay, = O(E) et Uy = O(k®), d’on, par produit, |axUg| = O(1), c’est-a-dire que la
suite de terme général |, Uy| est bornée.

11 existe donc Az > 0 tel que :
VEk Z ]., \akUk| < A3.

6. On a, pour tout j > 1 :

j Mo jaja’

puis, pour tout k > 1 :

o 1 K la+ib
log Vi1 = || E ‘———‘=|@k| E ‘ :
=% -t RN e

= |a + ib| |ag| Ux, < Ba,

en notant By = va? + 02A3 > 0.
On a alors, en décalant d’un indice :

|O[k+1|| 1

laky1|Viey: = o] ag|Vi, = o |[Vi.

i
1+ (1= %) e
Comme le coefficient tend vers 1 lorsque k tend vers +o0, il existe A4 > 0 tel que :

Yk 2 1, |Oék|Vk < A4.



C. Détermination du spectre de T
1. e T n’est pas surjective, donc n’est pas bijective, donc 0 € o (7).

e La suite constante égale & 1 est dans F, n’est pas la suite nulle, et est dans Ker (T'— Idg), donc
T — Idg n’est pas injective, et donc 1 € o(T).

2. L’énoncé est ici confus, par confusion de & et E.

Soient z,y € £. On a :

(T — Aldp)(z) =y <= Yk >0, W—)\xk:yk
To — AZo = Yo
{Vk>1, xo+ -+ xp =Mk + Dok + (K + 1)y
1
— xo—l_)\yo

V21, o= (Ak+ Dap + (k+ Dye) — (Mewp—1 + kyr—1).
Et :

1 A+ -1 1 E+1
yk) —

1 1
Tk = 1\ 1 <zk—1 +5 (yk—l — Yk — 7 Tp = Tp—1+ ~Yk-1 Yk
1+(1-4)z A k

\k A Mk

1

= (MAA=Day = Mz +kye—(k+Dye <= @ = 7——

(=Mezp1—kyp—1+(k+1)yx),
d’ou le résultat voulu.

3.(a) D’apres les définitions et les notations précédentes, on a z = a.

3.(b) e Si A ¢ A, on avuque T — Mldg n’est pas bijectif, donc A € o(T).
e Supposons A ¢ A. Comme a < 0, d’apreés B.3., |xg] — +00, donc x ¢ E, et donc A € o(T).

4.(a) e D’aprés C.2., on a :

1 1 1
VEZ>21, zp = m(ﬂ?k—l + X(yk—l — Yk — Eykr))a
d’on, en divisant par ay, qui est # 0 :
x 1 1 1
Vk>1, Tk <$k71+x(yk71_yk_zyk>)~

@ 1)1
A Y (T
Mais, par définition des oy, le coefficient initial ci-dessus est ay_1, d’ou :

_ 1yp_1 — 1
VEk>1, Tk _ Tk 1+_yk1 Ye 2 Yk
o p—1 A O A1

10



En sommant la relation ci-dessus et par télescopage, on obtient :

k
xrp  wo 1 Yi—1— Yy Y
Vkz1l, —=—+~< L £
~ (052 (7)) )\]; Oéj_l Z

]aj 1

N R . Zo
d’ol1, en multipliant par «y et puisque yo = —
@

k k
Yk 1, xk:akyo-kakzu— (Z

oo Jjo— 1
4.(b) e On a, pour tout k
E 1 y E y k-1 y k y
- ,
T D DE RS DF ) g
i=1 R = e = R A S
Sy Yo Y - 1 1 Yo Yy
:Z(_J__a)+_0__kzzyj(__ )+_0__k,
= Qi Q51 (%)) Qe =1 Qi Q1 o (677
e On a donc, pour tout £ > 1
«Q k 1 1 Y Y
k 0 k
Tk = QpY +7< y( - )+7_7)
LD jz::l Ny a1 o oy Z kaj 1
d’ou : el ) )
Qg
[l <yl (A4 Vi + == + — + T,
Al laol o]
Comme — 1, en utilisant les résultats des questions 4,5,6, on conclut a l’existence de

Qf41 koo
As > 0 tel que :
VE>0, |zg] < As|ly|l-

5. On suppose ici (ce n’est pas clair dans I’énoncé) a > 0.

Avec les notations précédentes, T'— Ald g est inversible, donc A ¢ o (7).

En notant A = z + iy, (z,y) € R? on a

L DR (z—1)+iy  ((x—1)+iy)(z —iy)
A r+iy  x4iy 2 4+ 12

)

donc : )
Ré(1—x)<0 = (r-Dr+12<0 < 22+42—2<0.

1 1
Notons  le disque ouvert de centre 3 et de rayon ok On a donc :
Qco(T) cq.

Comme o(T) est fermé (admis), on conclut o(T') = €, c’est-a-dire que o(T') est le disque fermé de

centre — et de rayon —.
2 Yo g

11



Partie III : Propriétés régularisantes de T’

A. Convergence simple

1. Il s’agit d’un exercice classique, mais difficile.
Notons, pour tout n € N, b, = a, —¥£. On a donc : b, — 0.
noo
Notons, pour tout n e N: v, = Zajbn_j. On a donc, pour tout n € N :
§=0
1— a”“

uanoﬂan jfzoﬂﬂern j f62a3+20ﬂb =l T—a Up,.-

Etudions donc la suite de terme général v,,.

On a, pour tout n € N (si a # 0, le cas o = 0 étant d’étude triviale) :
n—ip 7
Zabn]in]z;a b; = aZba.
K3
Puisque b, — 0, on a: |by,a " = o(|la|™™). Comme |a| < 1, la série géométrique (& termes
noo

réels : > 0) E |a|™™ diverge, donc, par théoréme de sommation des relations de comparaison :
n>0

zn: Ibia~i| = o(z |a|ﬂ‘).
=0 =0

Mais :
n ) 1— |a|7(n+1) 7|a‘7(n+1)
Sl = -
; 1—fa[~! neco 1—lal™!
1=0
On a donc :
n
> b = oflal™™).
i=0
Comme :
n n
on| = [ > bia™ | < o™ > i,
i=0 i=0
On obtient |v,| = o(1), c’est-a-dire v,, — 1.
noo
Enfin :
1 n+1 Y
Uy = + v, —
1— noo 1 —
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Unt+1 = QU + Wy

Up = QUp—1 + Wp—1
2. On a, pour tout n :

v1 = vy + wo,

n
d’oli, en reportant : Upg1 = a" g + E ozjwn_j.
Jj=0
. { - Y4
En utilisant 1., on a donc : vy — 0+ ——, dou: v, — ——.
noo 1— noo 1—

3.(a) 1l est évident que, pour tout n € N, xé") = a, donc : x((Jn) — a.

(n—1) (n—1)
3.(b) On a: VneN, xln):%
n) s 1 < N
On applique le résultat de 2., avec $g Y ala place de v, et 7x((]") a la place de w,, d’ou, puisque
1
—a
xé") — a: x§”) — 2 T =a
noo noo 1 -
2
On conclut : B ——
3.(c) On a, pour tout k > 0 et tout n >0 :
1 n+1 ) 1 1 n
(n+1) _ (n) _ (n) (n)
Ty = k+2j§xj = k+2x”+1+ k+2j§xj .
3.(d) Raisonnons par récurrence forte sur k.
Onavu: :Uén) — a.
Supposons : vjeA0,.., k}, mgn) — a.
On applique le résultat de 2., avec :
1 ) 1 b )
(n (n
St s S S U e S PO

1
ce qui est possible, car on a bien alors || < 1 et w, — ——(k+ 1)a. D’ou:

k+2
1
¥ = LA
“re2
ce qui montre la propriété au rang k + 1.
Ainsi : VkeN, x;n) —a

et donc, par définition de la convergence simple, la suite ($("))n>o converge simplement vers la
suite constante égale a a.
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4. Cette question revient a montrer que la convergence uniforme entraine la convergence simple.

Supposons (™ — y dans E, c’est-a-dire ||z —y|| — 0.
noo

noo
Comme : VkeN, |x§€n) — | < JJz™ =yl
on a: VkeN, x,in)—yk—>07
c’est-a-dire : VkeN, xén) — Yk

VkeN, .Z’;Cn) — a.

noo

Mais on a vu en 3.(d) :

Par unicité de la limite, on conclut :

VkeN, y,=a.

5. Supposons que (x(”))n>o converge dans F vers un élément noté y, c’est-a-dire supposons que
||z — y|| — 0. Puisque la suite ()0 converge vers ¢, d’aprés le Préliminaire 3 (Césaro),
noo

pour tout n € N, la suite (x,gn))k>0 converge vers c.

Soit ¢ > 0 fixé. Tl existe N € N tel que : [|[z() —y|| < e. On a donc :

VieN, 2N -y <e.

Pour N fixé, en faisant tendre lentier k vers 'infini, on a donc : |c — yi| < e.

Ainsi : Ve >0, |c—uykl <e, donc yi, = c.

Mais, d’apres 4., puisque (™ — y dans E, y est la suite constante égale & a, c’est-a-dire nulle,
noo

d’ott ¢ = 0, contradiction.

On conclut : la suite (z(™),,5¢ diverge dans E.

B. Lissage : un résultat négatif

1.(a) Soit y € B(0,¢). Alors xg+y € B(zg,e) C G, donc zg+y € G. Mais aussi 29 € B(zg,¢) C G,

donc zg € G. Comme G est un sev, on déduit y = (xg +y) — zo € G.

Ceci montre : B(0,¢) C G.

3

1.(b) Soit z € F—{0}. Alors, ——=z € B(0,¢) C G, puis, comme G est unsev, z =

2||z]]
D’autre part, il est évident que 0 € G.

On conclut : G = F.

2]l
9

(

_c
2]|z]]

)EG.

2.(a) Soit (x(”)),L>0 une suite dans F,, convergeant vers un élément y de E. Chaque (™ converge
vers un élément ¢, de C. Comme la suite (9:("))”>0 converge uniformément vers y et que chaque

z(™ converge vers ¢,, on a, par le théoréme de la double limite :

lim lim ac,g") = lim lim x,(cn)7
noo koo koo noo
c’est-a-dire :

limc,, = limyy,
noo koo

ce qui montre y € E..

On conclut que E, est fermé dans F.
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2.(b) On a, pour tout n € N :
B, = (T™)"Y(E.).
Comme FE. est fermé dans E et que T™ est continue sur E, (par composition, puisque T est

continue sur F), E, est fermé dans E. Comme on suppose que, pour tout n € N, E,, # E,
d’apres 1.(b), par contraposition, E,, est d’intérieur vide. D’apres le théoréme admis dans I’énoncé,

U FE,, est d’intérieur vide, donc son complémentaire est dense dans E. Mais ce complémentaire
neN
est n Ce(E,), c’est-a-dire 'ensemble des z € E tels que, pour tout n € N, la suite 7"z diverge

On conclut que 'ensemble des = € F tels que, pour tout n € N, la suite 7"z diverge dans C est
dense dans FE.

3.(a) L’élément t; de I’énoncé est inutile car il suffit de remplacer tg par t;.
On calcule, pour t > to + 1 et j € N, g\ (t) par la formule de Leibniz :
gD () = (t+ D) + 597D () = tfD(E —1) = I - 1)
=[O0 +t(fO) = fO = 1) +i(fUV@) - FIVE - 1),
Supposons j <Kn—1,doncj<netj+1<n
On a, par I'inégalité des accroissements finis appliquée & @) sur [t — 1;¢] et en utilisant (H,,) :
M;1 M1

|f — f ])(t _ 1)| < ues[tu}i;t] {f(j+1)(t)| < WES) < (t—1)it1
et, de méme :
|FU-D@) — pUD - 1) < (t_Jl)j-

D’ou :

9901 <1 OR PO 1) 4] 970010701 < gt gy

Nous allons essayer de remplacer le dénominateur (t — 1)7 par ¢/.

Il est clair qu’on peut imposer t; > 2.

On a alors, puisque t — ) est décroissante sur [t1; + oo : reur) < 2, puis:
M; Mt N+t Mot NI M My M.
< Mj+1 ( ) _J( ) < + j+1 Y
lg9(#)] t3+ P o vl o o T YT i

En notant M]’ = M; + M; 1271 + jM;27, on obtient (Hn_l) pour g.

ti )
(-1t — too

Une variante (pour amener #7 & la place de (t — 1)7) consiste & remarquer que

3.(b) Notons U : f — g, ou g est définie en III C3.
e On a, par définition de g et d’apres IT Al. : 7 1y = (g(k))keN.
En notant a = (g(k))keN7
De plus, d’apres (Hy), g est borné, donc = € E.

onadoncx =7 1y, y="Tux.

On aalors x € Fet y="Tx.

e En réitérant, U™ f est de classe C* sur [n; + oo[, bornée, et : Yk e N, U"f(k)=(T""9).
Donc la suite x =T~ "y est bornée, T~ "y € E, et y = T™x.
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3.(c) i. Ici, f(t) =exp (iln(t + 1)) = (¢ + 1)1,
donc, pour tout n € N, f(W(t) =i(i—1)---(i—n+1)(t+ 1)\, don [t"f(t)| < M,,
n—1

. t
en notant M, = ‘ H(i— k)|, puisque [(t+1)'|=1 et que 0 < —— < L
k=0

t+1

Ainsi, f vérifie (H,,).
D’apreés (b), il existe 2 € E tel que y = T™x, donc y € Im (T™), pour tout n € N.
ii. Supposons que y converge : Yy — AeC.

o0

On a:
VEkeN, |yl =|exp (iln(k+1))| =1,

donc, par passage a la limite lorsque lentier k tend vers l'infini, |A| = 1 et donc A # 0.

D’autre part :
Yor—1 = exp (iln(2k)) = exp (iln2+ilnk) = exp (iln2)y;_1,

d’on, par passage a la limite lorsque Uentier k tend vers I'infini : 1 =exp (iln2), iln2 = 2igm, ¢ €
Z, In2 = 2qm, contradiction.

Ceci montre que y diverge.

Si z était dans E,, alors y = T"x serait convergente, contradiction ; donc x ¢ E,,.

Ainsi, il existe z € E tel que x ¢ E,, et donc E,, # E.

C. Aspect probabiliste

1. Soit n € N.
D’une part, pour tout k € N: p(ap < Xi < by) = by — ax,
donc X}, suit une loi uniforme sur [0;1].

D’autre part, on a :
{{E eN; Vi€ {0,...,77/}, a; < Xj < bj} = QKu,b7
donc :

p(V] € {O,...,n}, a; < Xj < b]) = H(b] —aj).

On a donc, pour tout n € N :
p(Vi€{0,.,n}, a; <X;<b;} = [[pla; < X; <by),

donc les variables aléatoires X, k € N sont (mutuellement) indépendantes.

2. La question revient au calcul du volume de l'ensemble V,(¢) des (y, x1,...,z;) de [0;1]PF! tels
que :
V@E{l,,p}, |y_'/I"Z| <e.

Notons, pour tout y € [0;1], W,(y,e) Pensemble des (z1,...,zp) € [0;1]7 tels que :
Vie{l,..,p}, |ly—x;| <e.

On a alors :

1
Vol (V,(¢)) :/0 Vol (W, (y, €)) dy.
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DN | =

On peut supposer (I’énoncé ne 'indique pas clairement) : 0 < e <
Pour tout y € [0;1], Wp(y,¢) est un pavé, d’ott son volumne :
(y+e)? si 0<
Vol (Wy(y,e)) = 24 si e <
(I—y+e)P si 1—e<g<y<L
D’ou :

Vol (V(¢)) :/Og(y—ka)pdy—k/:_gapdy—i—/ll (1—y+e)Pdy

—€

_ [(yﬂ)”+1
L op+1

Il est clair alors que :

(1—y+ E)erl]l B 2(25)p+1 — gbtl

£
1 — 2¢)eP [— -
}o—i—( e)r + p+1 1—¢ p+1

+ (1 —2¢)eP.

Vol (V,(g)) — 0.

poo

On a donc, pour tout n € N :
p(ViZ=1 |[Xp;—Xn|<e) =0,
puis, par réunion croissante :

p(AneN, Vji>1, [X,;—X,[<e)=0.

3. Notons C = {w € Q; (Xy(w)) € E.}.

k>0
. 1
Soit 56}0,5[.
Notons, pour tout n € N :
Clne)={weQ;Vj=n+1, |X;w)—Xn(w)|<e}.

Onadonc: C= U C(n,e).
neN

+oo
Par sous-additivité dénombrable : p(C) < Zp(C(n,a)).
n=0
+oo

Et: VneN, C(n,e) = ﬂ C(n,p,¢e), donc :

n=1
VneN, Vp>1, p(C(n,e)) <p(C(n,p,e)).

D’apres C 2., p(C(n,p,a)) =0, dou p(C’(n,a)) =0, puis p(C)=0.

On conclut : x diverge presque stirement.

1
4. D’apres la loi forte des grands nombres, la suite (Y;)ren converge presque sfement vers 2’

espérance commune des variables aléatoires indépendantes X, k > 0.

Kk ok osk sk sk kR kK k koskosk sk 3k kR ok ok sk osk sk sk 3k ok ok ok ok ok ok
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