Exercices, fiche 5 2005-2006
Agrégation
Solutions 1 sur 8

FiG. 1 - Ellipse d’équation 1322 + 32zy + 37y?> — 22 — 14y —5 =0

Exercice 1

1. Les termes de plus haut degré 1322 +32zy+37y* s’écrivent [= v] [13 18] [7].
Son polynome caractéristique est 1318)‘ 3713)\ = A2 — 50\ + 225 de
valeurs propres 5 et 45.

Les vecteurs propres correspondant a la valeur A = 5 sont donnés par

le systeme ‘ 186‘7;113623;::00 , soit x = —2y. Un vecteur propre de norme 1
Lo 2 2 _ ) — ([ 42 41

vérifie y° + 4y° = 1, c’est donc u = ( NGE \/g)

Les vecteurs propres correspondant a la valeur A = 45 sont donnés

s —32 16y= .
par le systéme | e g0 soit y = 2. Un vecteur propre de norme

1 vérifie 22 + 422 = 1, c’est donc v = <Q iz)'

V55
| 1 s — (2 -1
Pour conserver un repere dans le sens direct, on choisira v = ( NG \/5)
- _ (1 2
et v = (%, ﬁ)
Effectuons le changement de variables
— 2 .. 1 - 2 1
2T it VT

L’équation 1322 + 322y + 37y% — 2 — 14y — 5 = 0 s’écrit alors

5X%2 +45Y% +2V5X — 6v5Y — 5= 0.
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En faisant apparaitre la somme de deux carrés, on obtient
5(X+ 1>2+45<Y L >2 7=0
V5 3vh '
En effectuant dans le repere (0, u, ?)7 le changement de variables
1
E=X+ \/5
n=Y -5
on obtient I’équation réduite
5 5 45 ,
= —n°—1=0.
=&
Il s’agit donc d’une ellipse réelle qui est représentée sur la Figure 1.
Dans le repere (w = _\f U+ 3\%4 7,_>> soit (w= (=%, 1), 7,7
2 2
onag—z+2—2—1:0&V€ca:%7b: getc:%% (avec
c? = a% — b?). Les foyers sont g‘/\/g,O) Les directrices sont les
droites d’équation & = :I:g \ﬁ L’excentricité est 2‘35.
2. Les termes de plus haut degré zy s’écrivent [= v] {2 g} []. Son po-
2

o — % de valeurs propres % et

2

lynome caractéristique est
1

R

Les vecteurs propres correspondant a la valeur A\ = % sont donnés

N lotly=0 .

par le systeme ‘ ieriz_O , soit x = —y. Un vecteur propre de norme

2 297
Ari 2 2 _ ) = (L 1

1 vérifie z° + = —1,cestd0ncu—(\/§, \/ﬁ)

Les vecteurs propres correspondant a la valeur A = % sont donnés
—lo4ly=0

2TT Y=

par le systeme soit * = y. Un vecteur propre de norme

1, 1,0 >
32—35y=0

1 vérifie 22 + 22 = 1, c’est donc v = (

%)

S
S

Effectuons le changement de variables

X =2tz L r =-LX+-Lly
% _‘1[ \1[ soit - \/§1X \/§1Y'
R CREL Vo R G

L’équation zy + 3z + 5y — 4 = 0 s’écrit alors
X% -Y?-2vV2X +8V2Y —8=0.

En faisant apparaitre la différence de deux carrés, on obtient
2 2
(x+v2) - (v +4v2) +10=0.

En effectuant le changement de variables

E=X+2
n=Y +4V2
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FiG. 2 — Hyperbole équilatere d’équation zy + 3x + 5y —4 =0

on obtient I’équation réduite

Lo 1,

—&2 - —p2—1=0.

10° 10"
Il s’agit donc d’une hyperbole équilatere qui est représentée sur la
Figure 2.

Dans le repere , (w = (—V2u —4V27), 7,) soit (w = ((—3,-5),,v,),

S —p— L - L 2 _ 2 g2
ona s —1is 1—Oaveca—b—m,etc—\/g(avecc =a”+b%).

Les foyers sont (:I:%, O). Les directrices sont les droites d’équation

&= iﬁ. L’excentricité est /2.

On observe que, sans méthode générale, on a :
xy+3x+5y—4=(x+3)(y+5)— 19,

ce qui permet de reconnaitre immédiatement une hyperbole équilatere
dans le repere trouvé.

Les termes de plus haut degré 22 —2zy+y?® s’écrivent [= v] [ 1, 3] [§].
Son polynéme caractéristique est ’ 1:1)‘ 1:1/\ = (A—1)2 -1 de valeurs
propres 0 et 2. La valeur propre 0 apparaissant, on a une parabole.
Les vecteurs propres correspondant a la valeur A = 2 sont donnés

par le systéeme :;:gzg , soit # = —y. Un vecteur propre de norme 1
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n

Pasy

F1G. 3 — Parabole d’équation (z —y)? — 2z +4y+1=0

irifie 22 4 22 = 1. ¢ - _ (1L 1
vérifie z° 4+ x* = 1, c’est donc u 7(\/5, 7 )

Les vecteurs propres correspondant a la valeur A = 0 sont donnés par

N —y=0 . so.
le systeme ’ i—Z:o , soit x = y. Un vecteur propre de norme 1 vérifie

2 2 _ ) — _ (1 1
r°+x —1,cestd0n(JU—(\/§7\/§>.
Effectuons le changement de variables

1 .. 1 — 1 1
); : ?m \{iy soit * __ */51);+ \/§1YY.

L’équation (z —y)? — 2z + 4y + 1 = 0 s’écrit alors
2X°% - 3V2X +V2Y +1=0.

En faisant apparaitre un carré, on obtient

2
2<X—3f> +\/§Y—Z:O,

ce qui s’écrit aussi

2<X—?’Z§>2+J§(Y—5)=o.
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En effectuant le changement de variables

E X — 3\f

7

n=Y -5

on obtient I’équation réduite
262 4+ /2 = 0 soit n = —v/2¢2.

Il s’agit donc bien d’uneparabole qui est représentée sur la Figure 3.
On observe qu’au point (1,0) la parabole est tangente a l’axe des

abcisses.
Dans le repere , (w = (ST‘EH) \5[7) , ) 501‘5 ((%, —%), 7,7,),
on an = 2p&? avec p = —%. Le foyer est ( 7 et la directrice est
n=-1
Exercice 2
Sous équation réduite, une hyperbole équilatere s’écrit g };22 —-1=0.

(a) Hyperbole équilatere (b) Lieu

Fi1G. 4 — Exercice 3

On a alors (voir Figure 4 a)) ¢ = v/2a, 'excentricité e est e = £ = /2, et,

si D est le peid de la directrice sur I'axe des foyers F et F’ et C le centre

a

de ’hyperbole, CD = % = % En posant p = C'D, on obtient p = 7 et

CF =c¢=aV?2; donc, CF =2 CD = 2p.

On se donne la conique sous la forme % = e ou F est un foyer et H
le pied de la perpendiculaire issue de M & la directrice (D). Les coniques
cherchées étant des hyperboles équilateres, on a e = /2. En prenant le
foyer connu comme origine O, et la directrice (D) la droite d’équation

T cosa + ysina = p, ’équation d’une telle hyperbole s’écrit

22 +y? —2(zcosa+ysina —p)> =0
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ou p est la distance F'D sur la Figure 4 a). Si le point donné My est le
point (b,0), hyperbole équilatere de foyer O et de directrice (D) passe
par My si et seulement si

b —2(bcosa —p)? = 0.

soit
(b—v2bcosa — p)(b+ V2bcosa +p) =0
soit si
p=>b(1—+v2cosa)oup=—b(1l+v2cosa).

En appelant r la valeur de FC (C centre de la conique), on en conclue
que C' est a r de F dans la direction o avec r = 2p soit

r=2b(1 —v2cosa) our =—2b(1+v2cosa). (1)

On obtient donc 1’équation en polaire de C par 1. On obtient a priori
deux courbes distinctes correspondant au fait que la branche d’hyperbole
(contenant F') ou 'autre passe par My. En fait, si on change a en 7 + «,
r(m 4+ «) = —r(a) et donc les deux courbes sont confondues. Le lieu de C
est représenté sur la Figure 4 b).

Exercice 3

O On se donne un cercle C' d’équation ®(x,y) = 22 +y?— R? = 0 et une
conique I" non dégénérée (ellipse, hyperbole ou parabole) d’équation
U(z,y) = ax? + 2bzy + cy® + al)x + pU)y + +a1(7) = 0 tangents au
point A et B. Le cas des coniques dégénérées est trivial. On considere
la famille €y des conique dont I’équation est ¢(z,y) + Ap(x,y) =0
avec A € RU {oo} (C est Cy).

On observe tout d’abord que toutes les coniques de €y ont mémes di-
rections principales (et donc axes de symétrie) que I'. Pour le cercle C
c’est évident : toute droite passant par son centre est axe de symétrie.

Si A € R, les directions principales sont données par les valeurs

Ata b . , . Ata—s b

propres de < b ot A) soit par le déterminant b ctr—s|
. Si on note par s; et so valeurs propres dans le cas de I, alors les
valeurs propres de €y sont s; + A et so + A. Donc les vecteurs propres

de €y (déterminant les directions principales de €, sont donnés par

un des systémes

A+a—si—Nu+bv =0
bu+(c+A—s;,—A)v =0

soit par un des systémes donnant les vecteurs propres de I'

(a—si)u+bv =0
bu+ (c—s))v =0

Donc les directions principales sont toujours les mémes et celles de I'.

O Montrons maintenant que toute conique K ayant pour intersection
avec I les points doubles A et B appartient & C,.



Exercices, fiche 5 2005-2006

Solutions

Agrégation
7 sur 8

— On se place dans le repere R non orthogonal dont l'origine est

A, le premier vecteur est AB et le second vecteur est porté par
la tangente en A commune a C et I'. C' et " ont dans ce repere
des équations notées P*(X,Y) et U*(X,Y). On passe du repere
initial & ce nouveau repere par une transformation affine de la
forme X =ax+ fy+vyet Y =z + 'y ++/, la transformation
réciproque étant du méme type. Donc ’équation de la conique C),
est dans ce nouveau repere V*(X,Y) + A®*(X,Y).

— Une conique quelconque H passant par B et telle que son intersec-
tion avec X = 0 soit le point double A s’écrit aX?+bXY +cY? +
dX +eY 4+ f = 0. Le point A appartient & H; donc f = 0. Le
point B appartient a H ; donc a + d = 0, soit d = —a.. Les points
d’intersection de H avec la tangente commune en A sont donnés
par aX? — aX = 0; comme on a un point double, il vient a = 0.
Donc, dans R, I'équation de H est de la forme bXY +cY2+eY = 0.

— Dans R, la tangente commune en B & C et I" s’écrit Y = (X — 1)
(avec 6 # 0 car sinon C serait une droite double). Exprimons
qu'une conique H d’équation (dans R) bXY +cY2 +eY =0 aun
point double comme intersections avec Y = (X — 1). L’équation
bO(X — 1)X + cf?(X — 1)2 + ef(X — 1) = 0 a alors une racine
double. 11 vient b(X — 1)X + cf(X — 1)? + e(X — 1) = 0, soit
(b+ch)X? — (20 +b—e)X + (cf — e) = 0. Son discriminant est
(2c0 + b —e)? — 4(b+ ch)(ch — e) = (b+ e)?. Donc, dans R, une
conique K a une équation de la forme bXY + cY? — bY = 0.

— Dans R, les équations de C et I' sont donc de la forme b; XY +
c1Y?2 —bY =0 et boXY + Y2 — bY = 0. Toute conique K
d’équation bXY + cY? — bY = 0 a une équation qui s’écrit
Cv(leY + 01Y2 - b1Y) + /B(bQXY + CQY2 - bQY) =0.

11 suffit de choisir « et 3 tels que b = aby + Bby et e = aey + [es;
ce qui est possible car bies — e1by # 0 (sinon g—; = % et C et I' ne
sont pas distinctes). Donc toute conique K appartient a Cy.

la conique DD formée de la droite double (AB) est du type précédent.

Donc elle appartient & Cy et donc la droite (AB) est paralléle & une

des directions principales de I', notée A;. La droite D5 passant par le

centre de la conique (cas de Dellipse ou de ’hyperbole) ou le sommet

(cas de la parabole) et parallele a 'autre direction principale /Deltasy

orthogonale & A; est axe de symétrie de I et perpendiculaire & (AB).

La symétrie par rapport a Dy envoie donc A sur A ou B. L’image de

A ne peut pas étre A car sinon I' ne serait pas une conique propre.

Donc, elle envoie donc A sur B. La droite Dy est alors médiatrice de

AB et passe par le centre de C. D’ou la conclusion.
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E=a—1?

MF _ ¢ _
M7 T a €

(a) Ellipse

P = (20 0)

(0.~ 90)

(c) Parabole

(b) Hyperbole

Fi1G. 5 — Propriétés géométriques des coniques



