Exercices, fiche 2 2005-2006
Agrégation
Solutions 1 sur 6

Exercice 1
On développe (z + r)™*! par la formule du binéme. Il vient :

1
(z4r)m Tt = gm (m N 1) re™ 4.+ (mi 1) pPpmtl=p 4 pmtl

On remplace alors la variable z par les n premiers termes de la suite
arithmétique (u;);en, obtenant ainsi les n égalités

1 _
(up + 7)™ = ug ™t + <m+1)ru6”+...+ <mi l)rpugﬂ'l Py 4pmtt

1 Ml —
(uy + 7)™t =t 4 <m+ 1)ru§” +...+ (mp )rpul eyt

1 ,
(tp—1 + 7)™ = w4 <m + 1> (UGS SRR <m;j_ 1)TPUT+11 Py

Puis, on ajoute membre & membre ces n égalités en observant que (u;—1 +
7)™ = " et que le coefficient de (m]il)rp sera S™PT1 et on obtient
la formule cherchée

1 2
(Un—1 +7)" T =a™ ! + rSy+ r2SmTt
m+1 m+1

+ (m;j— 1) rpS;”_pH 4. ettt

Cette formule permet de calculer S, puis S2, puis S3 et ainsi de suite.
On obtient comme premieres valeurs en prenant a =1 et r =1

(n+1)2 =1+42S! +n, soit 1+2+...n = 2t

(n+1)2 =1+352 + 38} +n et, en remplacant S} par "(";1), on obtient

352 = (n+1) {(n+1)221

soit 12 422 4 .. .p? = HrtlEntl)
(n+1)* =1+ 4853 + 652 + 4S! + n et, en remplacant S! par w ot

n(n+1)(2n+1)
6

S2 par , on obtient
452 =(n+1) [(n+1)3 —n(2n+1) —2n — 1]
4S73L =(n+1) [(n + 1)3 —2n+1)(n+ 1)]
483 = (n+1)*n?

soit 13 4 28 4. p® = (ln?

Exercice 2
Soit P(z) = apz™ + a1zt + ... + a;2" " + ... + a, un polynéme de
degré n, a coefficients dans C (ou R ou @), il possede alors n racines
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sur C, notées by, by ..., b, et on peut écrire P(x) sous la forme P(x) =
ag(x —b1)(x—ba)...(x—b,). En développant et ordonnant le produit, on

obtient
P(z) = ag [1 —ox o’ 4.+ (=)ot ..+ (71)"0n]

ce qui donne les formules cherchées.

Exercice 3

La condition s’exprime par le systéeme :
2 1 1 2 1 1 2 1 1
T X9 I3 To I3 X1 T3 X1 X9

T1X92T3 75 0

et

Il ne reste plus qu’a exprimer ces conditions a ’aide des fonctions symétriques
des racines qui valent ici :

3 3c d
01 =21+Ta+23 = ——,02 = T1X2+T2X3+2T321 = —,03 = T1X2T3 = ——
a a a

Si la seconde condition donne naturellement o3 # 0, la premiere doit étre
transformée. On obtient d’abord

(21‘2133 — T1T3 — $1$2) (2$3:L’1 — X1 — 5132333) (2:]31(132 — I3Tg — l’gxl) = 0
puis,
(331‘2.’173 — X1x3 — 1T — $2$3> (33’531‘1 — X9x1 — X3 — $3.’1?1>
(3.@1%2 — I3Tg — X3x1 — x1x2) =0

soit
(31’2£C3 — 0'2) (3%31’1 — 0'2) (3$1$2 — 02) =0
Puis, en développant, il vient :
(91‘1.%‘21‘% — 30g(zaws + x321 + ag) (3x129 — 09),
soit
27x§x§x37902 (:legxg + .70326%1’2 + xlxzxg)

2 3
+ 305 (r122 + 2223 + T321) — 03,
ce qui s’écrit
27032, — 9010903 + 205’.
En faisant intervenir les coefficients de I’équation initiale, on obtient

27d* — 81bed + 18¢°.
Finalement, on obtient d # 0 et 3d2 — 9bcd + 2¢® = 0.
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Exercice 4

La figure formée des affixes 21, 2o, 23 et z4, solution de P(x) = z* +pz® +
qz% +rz + s = 0 est un parallélogramme si et seulement si ses diagonales
se coupent en leur milieu. Si les diagonales sont 2129 et 2324, la condition
s’écrit 21 + 290 = 23 + 24.

L’expression obtenue n’est pas directement symétrique par rapport aux
variables. Par contre, elle est symétrique par rapport a z; et zo d’une part
et z3 et z4 d’autre part. Nous introduisons des inconnues auxiliaires les
fonctions symétrique des racines de z; et zo d’une part et de z3 et 24
d’autre part :

¢ =21+ 29 T = 2129 =23+ 24 T = 2324

Les relations générales entre les coefficients et racines de P(z) = 0 s’ex-
priment (grace & la relation P(z) = (22 — ¢z + 7)(2? — ¢*x + 7)) sous la

forme :
c+¢ =-p (1)
T+ 4 6* =g (2)
T+ e = —r (3)
Tt =s (4)

et la figure est un parallélogramme si
¢=¢" (5)

Alors, la figure formée des affixes 21, 22, 23 et z4, solution de P(z) = 0 est
un losange si et seulement s’il existe 4 complexes ¢, ¢*, m et m* vérifiant
les relations 1 & 5.

Les relations 1 et 5 donnent ¢* = ¢* = —% et en portant ces valeurs dans
les autres relations, on obtient

2
Tt =g- (6)
p ) _
5(71'4—77)—7“ (7)
Tt =5 (8)

Pour qu’il existe deux nombres 7 et m* vérifiant ces relations, il faut et il
suffit que la valeur de m + 7* obtenue de 6 vérifie la relation 7, c’est a dire

e
2(a-2) )

p(4g —p°) = 8r (10)
Maintenant, observons qu’un parallélogramme est un losange si et seule-
ment si ses diagonales sont, en outre, perpendiculaires. Le parallélogramme
de sommets 21, 23, 23, 24 a pour affixe du point d’intersection de ses dia-
gonales W = Z. On peut exprimer le fait que ses diagonales
soient perpendiculaires par

soit

3A6R722—%:)\i<21_2).
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On préfere cependant 'exprimer sous la forme

o1 i 01 g1 g1
3 ’ _74_ ( _74) _74__( _74)
AeC, 2z =Xz z3 = 21

o . g
w-gen(a-g)

(11)

car, alors, la condition A € R est inutile puisque la colinéarité des points
23, G et zy (imposé par le fait d’étre un parallélogramme et donc par
Péquation 10) implique que A est réel. Les conditions de 1’équation 11
permettent d’exprimer zo, z3, z4 en fonction de z; et de A; ensuite, les
expressions de o1, 03, 03, 04 permettrons de calculer z; et A en fonction
de o3 et de o4; enfin, ces valeurs reportés dans les expressions de o9
donnerons une condition de compatibilité. Cette condition sera nécessaire
et suffisante car elle sera équivalente & 11. On obtient

a=3(a-9) =3-9) a-Gu(a-3)

(12)
Pour faciliter les calcul, on pose ¢ = 7+ et 23 — %+ = a. L’équation 12
devient

Zi=¢+a m=c¢+Aa zm=¢—a 24=¢— N (13)
On effectue les calculs d’abord pour oy :

o2 =(¢+ a)(c + Xia) + (s + @)(s — a) + (s + a)(s — Xia)

(¢ + Xia)(s — a) + (s + Mia) (s — Xia) + (¢ — a) (s — Nia) (14)

soit
oy = 662 +a?(\? — 1) (15)
puis pour o3 :

o3 =(¢ + a)(c + Aia)(c — a) + (s + @) (s + Ma)(s — Niar) + (s + a)(s — a)(s — X))
+ (¢ + M) (s — a)(s — M)

(16)
soit
03 = 4¢3 4+ 260 (\? — 1) (17)
et, enfin, pour oy :
o4 = (¢ + a)(s + Mia)(s — a)(s — i) (18)
soit
o1 = (2 = a?)(s? + \%a?) (19)

Arrivé a ce point, on s’apercoit que le calcul explicite des valeurs de A et de
« est inutile car si les équations 17 et 19 nous permettent de calculer o et
A2, la condition de compatibilité s’exprime via la valeur de 2 (aQ()\2 — 1))
commune a 15 et a 17. on obtient

o3 — 4¢% = 2609 — 1263 (20)
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soit
3203 = 160109 — 305 (21)

soit encore, en revenant aux coefficients du polynéme initial
—32r = p(3p? — 16q) (22)

Donc la condition pour que la figure formée des affixes zy, z2, 23 et z4
forme un losange s’exprime par les relations 10 et 22, soit

p(4q —p?) = 8r
32r = p(16q — 3p?)

Si on avait voulu aller plus loin en exprimant que la figure formée des

affixes 21, 2o, 23 et z4 forme un carré, il suffirait d’écrire, de plus, que A = 1,
via les relations 15 et 17, obtenant, ainsi, les trois conditions suivantes :

p(4q —p®) = 8r
8q = 3p?
16r = p?

Exercice 5
L’expression s’écrit

a?c+ 2a + ab® 4+ ba® + b?c+ 3b

abe
soit
a’c + c2a + ab?® + ba® + b%c + ¢2b + 3abc — 3abc
abe
soit
0109 — 30’3
g3

Exercice 6
En supposant sans perte de généralité que = < y, on considere les incon-
nues z et y comme les deux premiers termes d’une progression arithmétique
de premier terme z et de raison y — x ; on introduit, en outre, les fonctions
symétriques de x et de y a savoir s =x +y et p =xy. Pour n =2, on a

(x+y)? =22+ 22y + 42 =a’+1+2p
= (a+1)? =a*+2a+1

Il vient s =a+ 1 et p = a. Donc = et y sont nécessairement solutions de
I'équation X2 — (a+1)X +a = 0. Donc, les seules solutions possibles sont
(a,1) et (1,a). On vérifie qu’elles satisfont le systéme initial.
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Pour n =3, on a
(z+y) = 2® 4+ 32%y + 3z® + ¢° =a®+1+3sp
=(a+1)3 =a*+3a®>+3a+1
Il vient s=a+1et sp=ala+1). Onobtient sia+1#0s=a+1et

p =a et sinon s = p = 0. Donc x et y sont nécessairement solutions d’une
des équations

Sia+1=0, X%2=0
Sia+14#0, X2 —(a+1)X+a=0
Les solutions possibles sont alors
Sia=-1, (0,0)
Sia# -1, (a,1) et (1,a)

On vérifie qu’elles satisfont toujours le systéme initial. En outre si on écrit
I'équation 23 + % = a® + 1 sous la forme 23 + (a + 1 — y)3 = a® + 1, elle
se réduit a une équation du second degré.

Pour n =4, on a

(z +y)t = 2t + 423y + 622y% + 4ay® + o2 =a +1+4ps® — 2p?
=(a+1)* =a* +4a® +6a% + 4a + 1
Il vient s = a + 1 et 4ps? — 2p? = 4a® + 64> + 4a = 4a(a + 1) — 2a2. On
obtient sia+1#0s=a+1et2(p—a)(a+1)?=p?—a? et sinon s =0
et p? = a2
On résout alors I’équation en p

2p—a)(a+1)? = p? — a?

de racines p =a et p=2(a +1)? — a = 2a°® + 3a + 2.
On obtient donc les 4 cas suivants :

Sia=—1letp=a, X24+a=0 (23)
Sia=—-1etp=—a, X2 —a=0 (24)
Sia+1#0etp=a, X2 —(a+1)X +a=0 (25)

Sia+1#0etp=2(a+1)*—a, X2 —(a+1)X+2@a+1)*—a=
(26)

Les solutions possibles sont alors, en désignant par &; et & les racines de
X?—(a+1D)X+2a+1) —a=0

Sia=-1, (170)(_170)(170)(_170)
Sia# —1, (a,1)(1,a)(,a+1—&)(6,a+1 &)
On vérifie que, dans le cas a = —1, les 4 solutions trouvées conviennent.

Les 4 autres solutions conviennent aussi car équation Z4 + (a+1—2)* =
a*+1 a exactement 4 racines dans C dont les seules valeurs possibles sont

17 a, 51 et 52-



