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TOPOLOGIE DES EVN

1 Autour du théoréme de Baire

Soit (E, || - ||) un espace de Banach réel c-a-d un espace vectoriel sur R (ou C), normé et complet. On notera
B(z,r) (resp. B(x,7)) la boule ouverte (resp. fermée) de centre x et de rayon r > 0.
1.1 Préliminaires

1. Montrer que l'intersection d’une suite décroissante (Fy)ncny de fermés bornés de E dont la suite des
diametres tend vers 0 est non vide.

2. Montrer qu’un sous espace strict F' de E, de dimension finie, est fermé d’intérieur vide.

1.2 Le théoreme de Baire

oo
Soit (Uy)nen une suite d’ouverts de E denses dans E. On se propose de montrer que ﬂ U, est dense dans F.
n=0
Soit alors B(zg, ) une boule ouverte de E.
1. Construire une suite décroissante de boules (B(zy, 7))n>1 telle que :
R Th—
Vn > 1, B(xp,rn) C B(tp_1,7m-1)NU,_1 avec 0<r, < — L

2. Montrer que B(xzg, o) ﬂ ( ﬂ Un) + .
n=0

3. En déduire le théoréme de Baire.

4. Montrer qu'une union dénombrable de fermés d’intérieur vide est d’intérieur vide.

1.3 Une application du théoréme de Baire : le lemme de Croft

Soit f une fonction continue de Ry dans R vérifiant, pour tout € R, liIJIr1 f(nx) = 0. En considérant
n—-+0oo
I’ensemble :
Fy={z€RL|%>N, |f(pz)] <c}

et en appliquant le théoreme de Baire, montrer que lirf flx)=0.
T—1T00

1.4 L’espace des polynomes

Pour tout polynéme P = ag+ a1 X +...a, X" € C[X], on pose : |P|| = sup |ag]|.
<k<n

1. (a) Montrer que 'on définit ainsi une norme sur C[X].

(b) Montrer que la boule unité (pour la norme ci-dessus) n’est pas compacte.
N~k

(¢) En considérant la suite des polynémes Py = Z
k=0

o montrer que C[X] n’est pas complet (pour la

norme ci-dessus).

(d) En remarquant que C[X] est réunion de ses sous espaces C,,[X] (n € N), montrer, en appliquant le
théoreme de Baire, qu’aucune norme ne peut rendre C[X]| complet.

2. L’endomorphisme de dérivation A : P € C[X] + P’ est-il continu ?
3. Soit a € C tel que |a|] < 1.
(a) Montrer que I'application linéaire ¢ : P € C[X] +— P(a) est continue.



(b) Montrer que la norme subordonnée de ¢ est inférieur a al’
—|a

N
a
(c) En considérant la suite des polynémes Py = Z —_ X" montrer que la norme subordonnée de %)

F
7o lal

est en fait égale

1
1—lal
2 Projection orthogonale dans un espace de Hilbert

Soit H un espace de Hilbert, c-a-d un espace préhilbertien réel complet. On note < , > son produit scalaire.

2.1 Le cas d’une partie convexe C

Soit C' un convexe fermé, non vide de H. Pour tout = € H, on note dist (z,C) = ing ||z — vy la distance de x
ye
aC.
1. Vérifier I'identité du parallélogramme : pour tous u, v éléments de H,
2 2 2 2
[+l + flu = ol = 2([[ul]” + [[v]I%)-
2. Soit (x,) une suite d’éléments de C' telle que nlingo |z — 2| = dist (z,C).

(a) Montrer que ||z, — zp||> = 2 ||z — 20 |* + 2 ||z — 2w |* — 122 — 25 — 20

(b) En déduire que la suite (x,) converge vers un point z € C vérifiant ||z — x| = dist (z, C).
(¢) Montrer que Z est le seul point de C' vérifiant cette égalité.
)

(d) Montrer que pour tout z € C, < z — Z,z — & >< 0 et que cette inégalité caractérise  parmi tous
les éléments de C.

3. Dans toute la suite on note Po(z) = Z et on appelle projection de z sur le convexe C' cet élément. Montrer
que pour tous z,y € H, |Po(z) — Po(y)| < ||z — vy

2.2 Le cas d’un sous espace M

Soit M un sous-espace vectoriel fermé de H. On note M~ 1'orthogonal de M défini par
Mt ={yeH; Ve e M, <z,y>=0}.
1. Montrer que pour tout « € H, z — Py(z) € M=,
2. Montrer que M & M+ = H.

3. Montrer que 'application Pj; est linéaire continue de norme 1.

2.3 Formes linéaires continues sur H

Soit ¢ une forme linéaire non nulle continue sur H. On se propose de montrer qu’il existe un unique v € H tel
que

Vee H, ¢(z)=<z,u>.
)J_

Montrer que (ker ¢)= est une droite vectorielle engendrée par un vecteur a de norme 1.

Montrer qu’il existe un unique u € Ra tel que : p(a) =< a,u >.

Utiliser ce vecteur u pour conclure.

=

Montrer que ||| = [|u]l.
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