Correction du devoir du 21-08-05

avec M. Laffont

1. ~est:
~ réflextve: A= J~1AJ.
- symétrique: A= P7'BP e= PAP'=F &= B=(Q7AQ avec Q= P!,
- transitive: sl A = P71BP et B = Q71CQ, alows A = (QP)IC(QP). et PO € GLg(R} {ce
dernier ensemble est un groupe).
2. On rappelle que det(AB) = det(4) det(B). Donc, si A est semblable & B, A = P~1BP. on a:

det{4) = det(P)
= det(B).
Deux matrices qui ont des déterminants distincts ne sont pas semblables (on dit que le déterminant.
est un invariant de similitude).
8.a. Soit y € Im(w). Il existe z dans keru'*7 tel que y = u#(z). Mais alors, ui(y) = ' (z) = 0, et
donc Im{w) C keruf.
3.b. D'aprés le théoreme du rang,

dim{Im(w)) + dim{ker w) = dim(ker»**7)

Puisque dim{Im(w)) < dim(ker v*) et dim(kerw) < dim(ker’) (il est facile de constater que
kerw C kerv), on = le résultat.
4.a. On applique 3.b. pour i =2, j =

3 = dim(ker v} < dim(keru) + dim{ker u®}.

Per le théoréme du rang, dim(keru) = 1, et dim{ker v?) > 2. On applique ensuite 3.b. pour

7 =,7 =
dim(ker u*) < dim(ker u) + dim(ker 1) = 2.

4.b. D'aprés la question précédente, u? # 0, et 1 existe a de E tel que »*(a) # 0. Montrons que ia
tamille (c,u{a),u?(a)) est libre: si on avait une égalité du type

Aot + Mule) + Agut(a) =
on compose d’abord psr u?;
Aouz(a} =0 = Ap=0

Puis on compose par «:
/\17.(2(0) =0 == Ay =0Q.
On obtient aussi finalement Ay = 0. Puisque E est de dimension 3, la famille (a.u{a),u?(a}) est &
fortiori une base,
4.c. On a: ;

010 ¢ -1 1"
F=| 0 0 1 }eV=|0 0 -1)_.
00 0 6 0 0

5.a. Puisque v % 0 (son rang n’est pas nul), il existe b de E tel que u(b) £ 0.
5.b. Puisgue ker u est de dimension 2, il existe ¢ vecteur de ker u non colinéaire & u(b) et donc m(b) c)
est une famille libre de ker u. Il suffit ensuite de prouver gue (b,u{b).c) est libre: si on & une égalité

du type
Aob + Arulb) + Aoc = 0,

on compose par ¢ pour obtenir
Aoﬁ(b} =0 = A =0

Puisque {u(b},c) est libre, on en déduit ensuite que A; = Ag = 0. {b,u(b).c) est bien une base de E.

§.c. Ona:
000 0 0 0O
g = 100 et V' = -1 0 0 1.
0 0 0 0 6 0

6. A est inversible car son déterminant est le méme gue celul de la matrice T' (cf question 2.), et vaut
donc 1.
7. On a:

On aslors: P7IA™IP = T71 = (I3 + N)~1. Or,
(Is= N+ NI+ N)= I+ N){I =N + N} = I + N = I,.



Ceci prouve que
(Ig+ Nyl =15 - N = N2,
ce qui & son tour donne le résultat demandé.
8 A et‘A"1 sont alors toutes ies deux semblables & I,
elles sont sembiables.
8.a. Soit u P'endo i iéa N i i
e de .t 1 e 0 5 e e e IO D'0pre s qustion 4, exists une

On conclut car demx matrices d"un méme endomorphisme dans des bases différentes sont semblables
{cf le théoreéme sur les effets d'un changement de base sur un endomorphisme). Une matrice sem-~
bilable & M est alors: i

Comme étre semblable est une relation d’équivalence,

U=

OO o
D e
Do O

0 -1 1
V=0 0 -1
6 0 0

8.b. En utilisant la formule du bindme de Newton (les matrices N et N* commutent ), on vérifie aisément
que M® = 0. En outre, le rang de M est aussi le rang de V' et vaut donc 2.

8.c. Puisque le rang de M est 2, et M3 = 0, le méme raisonnement que celui effectué pour N prouve que
M est sembiable & UU. Comme on & déja prouvé que &V est semblable & U, M et N sont semblables.

8.d. Sait Q tel que Q7*MQ = N. On a:

Plap I3+ N

L+ Q7 MQ

QI+ M)Q

= QT'PTIATIPQ.

il

]

i

A et A~ sont semblables.

10. Inspirés par ls guestion 9., o vérifie que M = N? — N est de rang 1, et vérifie M? = (. On prouve
slors que A/ et NV sont toutes sembiables & la matrice U, et donc serublebles 'une & autre. On
conclut comme & la question 9.d.

11l.a. Bien &fir, le noyau d’un endomorphisme de E est un sous-vectoriel de E. On &:

za + yb+ zc € ker(u — idg) <= {ﬂz:i Z 8

<= y+z=0

nn
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ker{u —idg) est donc un sous-espace vectariel de dimension 2, dont une base est donnée par (e;.62)
avec gy =qaetep=b—c.

11.b. (e1,e5,c) est une base de E, car on peut vérifier sisément que c’est une famille libre (on peut aussi
caleuler e déterminant de cette famille dans la base {.b,c) et vérifier qu'il est non nul - i fait 1).

On a:
uler) = ey, uleg) = €g, ule) = —b+ 2= —eg +c.

106 o
0 1 -1 t.
0 0 1

11.c. Le matrice 4 est une matrice semblable & une matrice du type T : elle est donc sembiable & son
inverse. : k

12. Nou! On peut par exemple choisir A = ~I3. On a alors A=? = A = J3, et A ~ A~ Pourtant, 4
p'est pas semblable & une matrice de type T car elles n'ont pas le wéme déterminant.

Deuxns s nouvelle base, la matrice de v est



1.

Polynomes : ex3

(rappels : i’ =1 donc j*=j, 1+j+j2=0...... )
a + ﬂ =X
@ j+ B j=x, estun systeme de deux équations a deux inconnues dont le déterminant n’est pas nul (systéme de Cramer) donc

a + ﬂ =Xi 11 X1
@ j + B2 =x, admet des solutions si et seulement si j J* X2 [ =0 ce qui donne apres simplification X; +Xx;+X3=0;
ap+fi=x Piox

mais X; + X, + X3 =-a ( relations entre coefficients et racines d’un polynéme) donc................
2. développer et simplifier en utilisant les propriétés de j , rappelées au début.

3. onsaitque X’ +x°=q et x’x" =p’/27 et que dans C, tout complexe admet trois racines cubiques ; soit & ; une racine
cubique de x’ et ,31 une racine cubique de x’’ alors les racines cubiques de x’ sont & |, & ,=jO& |, & 3 =2 | etcelles

de x’sont B, B,=ijf,, Bs=7 ;onendéduit que pour touti et toutj,

ai3=x’,ﬂj3=x”, 0!,-3+ ,Bj3=q et 0!,-3,Bj3=p3/27 donc 3a; B ;€ {p, pj, P2 };

-Si 3 ,31 =p alors parexemple & = | et ,B = ,B | conviennent.

- Si 3¢, B, =pj alors par exemple & = & , et § = 8, conviennent.
- Si 30{1,31 = pj? alors par exemple & = O | et ,B = ,32 conviennent.

4. On pose X = x+1 pour obtenir une équation sans terme de degré 2 ( méme idée que pour la mise sous forme canonique du
trindme du 2&me degré) ; on obtient ainsi 1’équation X* —2X2-2=0 d’oip=q=2.

L’équation X2 - 2X + 8/27 = 0 admettant deux racines réelles , @ et [3 sont les racines cubiques de ces deux racines. (formules de
CARDAN) ; remarque : lorsque le trindme a des racines complexes , la recherche des racines cubiques de ces dernieres conduit a
des équations de degré 3 !!!



