Fin de correction du devoir du 16/11 avec M. Laffont.

Ex3
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3c. Fa(t) = 1 + 2251““ donc F, (—Z )=

+1/ 2 n+1/ 2

la fonction A définie par 2(0) =1 et pour t différent de 0, A(t) = s1;1t est continue ; pour k allantde 0 an, soit

kx
n Sln
_ _kx _ +1/2 _
Xk = 1 et Xpp1 = 7T, ; "k Z(xk—xk Dh(x,) ; on reconnait une somme de Riemann
sin- K7
/2 %j h(t)dt et donc (F (—Z% )) converge vers 2 I ﬂh(t)dt
.............. donc ; i PR g . .
4) Soit My =F, ( (2k 1)7[) et my=F, ( 2km ) ; d’apres 3a-b), M;>M,>Mj.....et 0<m; <my...... donc,

n+1/2 n+1/2

avec 2) on en déduit que : Vne IN*,Vte[0; 7], 0< Fyt) < max {M,;7}=max { Fu(- 257 }.

Comme la suite (Fn ( n converge, elle est bornée donc il existe A tel que :

_
n+1/2))
Vne IN, Vtie[0;x], 0< Fy() <A.

B 1.

Sa(H(x) = ap/2 + ajcosx +b;sinx +....... + a,cosnx +b,sinnx ou ay =% I _” f(t)cosktdt et by = %j_ﬂ Sf(H)sinktdt

donc Sy(f)(x) = ﬁ [ " fn(1+2costcosx+2sintsin x+.. +2cosnrcosnx-+2sinssinnx)de :# [ " fODut-xdr ;

I’intégrale d’une fonction T-périodique sur un intervalle de longueur T , ne dépend pas de I’intervalle donc en
= t- 1 (" _ 1 1 (7 :
posant u =t-x , Sy(H(X) = 2ﬂj_ﬂf(u+x)Dn(u)du = 2ﬂ_.[_ﬂf(u+)c)Dn(u)du + 271-,[0 fu+x)Dn(u)du

En posant t = -u dans la 1ere et t = u dans la 2€éme, comme Dn est paire,

Sn( f)(x) = #( j 0” foeH)Da(D)dt + J’ 0” f(x—t)Dn(t)dtj .

2a) fétant continue au point x, soit £>0, il existe 77 tel que : O<n<a et | Son)—fx) | < 2 1

| :( foc+n)=fo)Du(ydr = | ;’( focst)=fo)Du(t)dr + | ;( foc+f)— f0))Da(Odt ; Dy est continue , fest continue

monotone sur [0, 7] donct — f{x+t)— f{x) est croissante positive ou décroissante négative sur [0, 77] ; on en
déduit avec I’ex 1, qu’il existe c appartenant a [0, 77] tel que :

[ (- foo)Durde = (s )~ o) " Dutoyd  on a done

| [ (oo po)Duvdr |< £ | [ Duwyde

; or J‘ ! Du(t)dt=F, () —F, (c)donc, avec ex3 A3d,

[" Duydr | < max { Fu(m). Fi(o)}< A et donc | | ;’( foert)=fe)Di(ndr | < £.



St —fix)
sin(t/2)

[ [(farn-popuoae= [ f(;“;?t /gx)sm((nH/Z)t)dt done, avec I'ex2, lim | ;( Foct)— f00)\Du(D)dt = O

t — est continue par morceaux sur [7, 7] et

on en déduit qu’il existe N tel que : n > N entraine | j Jlx+1)— f(x))D (Hdt | < £. On a donc montré que
pour tout £>0, il existe N tel que n > N entraine | '[ :( Sx+1)— f(x))Dn(t)dt | <€E.

Conclusion : nli)lg '[ :( Sx+1)— f(x))Dn(t)dt =0
2b) idem 2a)

2¢) lim ﬁ( j :( FoeH)— f(0) Du(£)dt + j 0”( fx=1)— fx))Da()dt ) = 0 donc

Tim $,(A(x) — # [ :( f)Du(1)dt ﬁ [ foDu(de =0 or ﬁ [ foDu(tydt = fix) % [ Duoyde =fix)2
donc S.(f)(x) d fx).

3. fétant continue par morceaux, si elle présente une discontinuité en x, alors elle admet une limite a droite

et a gauche en x et donc, en procédant comme au 2., on prouve que lir+n Sa(f)(x) = %( lim f(7) +tli>rr} fi);
(Sn( f)), converge donc simplement vers ce qu’on appelle la régularisée de f .
Cla). par parties : Sn(f): x — 2 Z%
k=1
1b. ¢ étant continue et monotone par morceaux, (Sn( f)), converge vers ¢ la régularisée de ¢ .

2. Fn: x > x+2 Z% donc (Fn ), converge simplement vers F: X — x + @ (X) ;
k_

en particulier, pour tout xde 10, 7], Fn(x) - 7w .



