On considere la fonctiom définie sur [1 ; 2] paf (X) =

Séance du 28 / 11 / 07 avec M. Laffont
Suites récurrentes.

Exercice 1

6
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Démontrer quef ([1;2])=[1; 2].
Démontrer quef admet un unique point fixé ; Déterminer les points fixes dg="fof .

Etudier la suitex,), définie par son premier terme = % et la relation de récurrence

Xn+1 = (Xn) .

Exercice 2

Soit g une application d’un intervalle ouvert | véRs, on suppose qug possede un point fixé, et que
g est dérivable erf .

A) Point fixe attractif :
1. Si|g(@d] <1,
a. Démontrer gu’il existe KI[0 ; 1[ et > 0 tels que :
[&-n:é+n] U1 etpourtout XA[$-7;¢&+n], [ g(x) - &< k| x=£].
b. En déduire que l'intervalle J £Fn;&+n] est stable pag et que toute suitex{), définie
par Xo L J et Xn+1 =g (%) converge vers .

2. On suppose qugune application de classé q(g= 2) , et quay' (&) =...... =gé&)=0.
Soit J = [¢-17;&+n] unintervalle pour lequel toute suite) définie par X U J et
Xn+1 =0 (%) converge vers .

_ Qg
a. Sipourtout nx, # &, démontrer que :lim X1~ -9 .
p Xn E q N +oo (Xn—é)q ql

b. Démontrer I'existence d’un réel C tel qaiptout n, X~ & < Clx— ¢ :
c. Endéduire l'existence d'un réel D tel qle— & < % (Do-¢ )"

B) On suppose queg’(¢) =1, queg est g fois dérivable eé (q=2) et que g est le plus petit entier
strictement supérieur a 1 tel q@&(&) # 0. Soit %), une suite non stationnaire, définie par la
relation de récurrencex.1 =g (X,) , convergeant verg.

1. Démontrer que la suit((xnu - &)= (- f)l'q)n converge.

2. En déduire un équivalent de, x¢.

C) Point fixe répulsif :
Si|g(é|>1,
a. Démontrer qu’il existe k> 1 et> 0 tels que :
[&-n:&+n] U1 etpourtout XA[$-7;¢&+n], [ g(x) - &[= k| x=£].
b. Démontrer que si une suite,), Vveérifiant la relation x,+1 =g (Xx,) converge verg alors
elle est stationnaire.



Exercice 3

A/ On considére la fonctioh définie suR par f(x) = HT VXe+l
1) Démontrer que pour tout couple (x ; y) de réels,
xzy = [f() - fy)| < [x-y .
2) Etudier les suites définies par la relation de m&nce X1 =f (X)) .

B/ Soit J un segment dRet g une application de J vers J ; on supposeaouie tout couple
(x;y)délémentsde J: &y = [g(¥) - g(y) <|x-}Y.
1) Justifier la continuité de h:x% |g(X) - x| .
2) Démontrer que g admet un unique point f&e
3) On considére une suitg,), définie par la relation X [1J et pour tout NX,+1 =g () .
Démontrer que la suite de terme générat Lkn— 5‘ converge.

4) Démontrer que la suite{), converge vers .

Exercice 4

Méthode de Newton, suites de Héron d'Alexandrie

Soit a appartenantd* et soit p la partie entiére déa ; nous allons étudier la suite récurrentgn(x
de premier termegx p+1, obtenue en appliquant la méthode de Nepwtanméthode des tangentes) a
la fonction f:x- x2-a.

Soit g la fonction définie suR* par g &) = %(x + %)

1) vérifier que l'intervalle | = B/a ; p+1] est stable par g et que pour tout Ry X g (%) .

— 2
2) démontrer que pour tout n, Dxn.1-+/a < M
2Ja
2n
3) en déduire que pour tout n, <0x, - Ja < 2\/5( ><02:/\_/5 j
a

2n-1
4)  démontrer que pour toutn,  <Ox,- va < [ 2_1p j



