Séance du 19 septembre 2007 avec M. Laffont

Exercice 1

a. Soit P=ap+a; X + ...+ a,X" € Q[X]; démontrer que I’équation algébrique P(x) = 0 est équivalente & une
équation algébrique dont les coefficients sont entiers et premiers entre-eux dans leur ensemble.

b. On suppose pour la suite que les a; sont entiers et soit r =§ ou pAq=1, uneracine rationnelle de P ;

démontrer que : p divise ap , q divise a, p—q divise P(1) , p +q divise P(-1)
c¢. Déterminer les racines du polyndme P=2X-X2-X-3
Exercice 2

a. Soit un entier n naturel , déterminer le reste de la division euclidienne de X" par P = (X+1)3

-111
b. Soit A=|—-1-1 0|, déterminer A" .
1 0-1
Exercice 3
Résoudre dans I’ensemble des nombres complexes, xz +y 2"‘ Z . =0
le systeme e+ yp4z2=0
y X3+ y3+73=24
Exercice 4

Le polyn6me aX>+bX2+cX+d e CIX] (a #0)eton se propose de déterminer ses racines.
a. Montrer qu’on peut se ramener 2 rechercher les racines d’un polyndme Q=X+ pX +q.

2z

Soient & , B, y lesracinesde Q ;onpose j=e Sot=a+Bj+yP, u=a+piE+yi;
b. déterminer a ,f et ¥ enfonctionde t et u.

¢. déterminer un polyndme du second degré dont £ et u’ sont les racines.
d. onsuppose que p et q sontréelsetque 4p’ +27g? est positif, déterminer les racines de Q.
e. déterminer les racines du polyndme P=X’-3X2+X -1 .

Exercice 5
a. Soit f € C*([a ;b] ;IR) , justifier Iexistence d’une fonction polynéme p de degré inférieur ou égal 2 3 telle que:
p(a)=f(a), p (L) =path), p (L) =it p(b)=f(b).
b. Pour t appartenant a ]a ;b[ et différent de a_—gb’ soit g ; la fonction définie sur [a ;b] par :

g1 =f)-px)- —O=LO (g @b ).
(=) 1-92P ) (-b)

Démontrer en utilisant le théoreme de Rolle, qu’il existe ¢ €[a ;b] tel que g P ©)=0.

c. En déduire que : pour toutt €[a;bl, [AN-p()| < M G —a) z—“—”? ) (b—f) ot M= Sup} FOu)
tela;b
M(b-a)’

%80 (méthode de Simpson)

d. Démontrer que : ‘ [ " fydr - b%a[f(a) + 4f(a—J2rb) + fib)]| <

Exercice 6

Dans le plan muni d’un repere orthonormé ( O ; i ;}), on considere I’hyperbole € d’équation y = % ; soient

P un point de €, Q le symétrique de P par rapport a O et € le cercle de centre P et de rayon PQ ; le cercle
coupe I’hyperbole en Q et trois autres points qu’on note A, B et C.

a. Démontrer que P est centre de gravité du triangle ABC.

b. En déduire que ABC est équilatéral.



