Séance du 16/09/09 avec M. Laffont

Exercice 1 : ( formule du crible )

Soit E un ensemble fini ; pour toute partie A de E, on note |A| le cardinal de A et y, la fonction

caractéristique de A. Soient A}, A, ...A, des parties de E et soit B le complémentaire de U Aidans E ;

k=1
1. Exprimer la fonction caractéristique de B a 1’aide des fonctions caractéristiques des A; .
2. Endédire que [ JA|= DJA| - > |AnAl + Y [AnAnAl... + (- DIA*
k=1 k=1 1< j<k<n 1< j<k<i<n B

Exercice 2 :

Soit n un entier naturel non nul et q un nombre premier inférieur ou égal a n ;

1. Soit k € N*, déterminer le nombre de multiples non nuls de q*, inférieurs ou égaux an .
2. En déduire que I’exposant de q dans la décomposition en facteurs premiers de n! , est égal a

z E(n/q" ) ot E désigne la fonction partie entiére.
ke N*
3. En utilisant la question précédente, démontrer que pour tout entier naturel p inférieur ou égal an,

| .
—+=—— est un entier .

n
pl(n—p)!
Exercice 3 :

Soient n et p deux entiers naturels non nuls ;

1. Déterminer le nombre d’applications strictement croissantes, de ﬂ I;p |] dans ﬂ I;n |] .

Soit & I’ensemble des applications croissantes de ﬂ 1;p |] dans ﬂ 1;n |] et ¢ I’ensemble des applications

strictement croissantes de ﬂ 1;p |] dans ﬂ 1; n+p-1 |]

2.a. Démontrer que I’application @, qui a toute application f de &, associe I’application g définie par
g (x) =f(x)+x— 1, est une bijection de # dans G .

2.b. En déduire le nombre d’applications croissantes, de ﬂ I;p |] dans ﬂ 1;n |]

3. Application : déterminer le nombre de facons de placer p objets indiscernables dans n rangements .

Exercice 4 :

dp=1 etpourn € N*, d,estle nombre de dérangements (permutations sans point fixe) de n éléments .

I. Justifier les égalités : nl=) (’}( ) di=Y (’}(jdk .

k=0 k=0
dn
n!

a. Démontrer que la série entiere Z p.x" aun rayon de convergence R strictement positif .

2. Soit p, =

400

b. Déterminer la fonction f, définie sur ]-R ; R[ par f(x)= exz pux" .

. n (—])

c. En déduire que : p,= ,;;T

3. Retrouver I’égalité précédente de deux autres manieres
a. En inversant une matrice carrée d’ordre n+1 .

b. En utilisant la formule du crible .

; déterminer 11)1}1 pn-. (Application : théoreme des chapeaux )

Exercice 5 :

Soient n et p deux entiers naturels non nuls ; Comme a la question 3 de I’exercice 4, démontrer de deux

manieres différentes que le nombre de surjections d’un ensemble de n éléments sur un ensemble de p
P

élémentsest:  S(n;p)= Z (—1)”"‘(113) k"

k=1



