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PARTIE I

I.1 Soit s € R.
On a, pour tout z € C* :

S
el — Ial.

|(n+1)7zn %t <n + 1)‘
[n=szn|
D’apres la régle de d’Alembert pour les séries numériques, si |z| < 1, alors la série de terme général

n~°z" est absolument convergente, et, si |z| > 1, alors la série numérique de terme général n=°z"
est divergente.

On conclut :

n

Le rayon de convergence de la série entiere E n~°z" est égal a 1

n=1

I.2.a. e Si s > 1, comme, pour tout n € N*, |n~%z"| = n=*% d’apreés 'exemple de Riemann, la
série de terme général n~°z" est absolument convergente, donc convergente.

e Si s <0, comme [n~*2"| = n~* ne tend pas vers 0 lorsque l'entier n tend vers l'infini, la série de
terme général n=°2™ est (grossierement) divergente.

I.2.b Si 0 < s <1, pour z =1, on a, pour tout n € N*, n™%2" =n~° donc, d’apres ’exemple de
Riemann, la série de terme général n=°z" est divergente.

I.2.c. On supposeici0 <s<1letz#1.

e On a, pour tout n € N :

n 1— 2" 21— ein9
_ k| _ _ | e
5.1 = [ = =] = [ =
k=1
. . ) . nb
’elge(e_'gs—elgg)"—Qisin”;’ S5 1
e% (e —e¥) —2isin § ‘SHQ - ‘Sinﬁ)
2 2
e On a, pour tout k € N :
k —1
2k = Zze—Zzz =S5, — Sk_1,
=1 (=1
d’olt, pour tout n € N* :
n n n n n n—1
DT =D R (S = Ske1) =D kTS =Y kSeii =) kS — Y (k+1)7%S,
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1 k=0
n—1 n—1 n—1
=Y ES =) (k+ 1) Sk +n S =Y (k7 = (k+1)7°)Sk +n S,
k=1 k=1 k=1



e On a, pour tout n € N* :

1

|Sn(n™* = (n+1)7%)| < [Sul(n™° = (n+1)7°%) < (n™* = (n+1)7°).

. 9’
Sin —
2

En notant, pour tout n € N*, u, =n~%—(n+1)"%, la série de terme général u,, est télescopique :

n
E upy=1"°"-(n+1)7"° — 1,
noo
k=1
donc la série de terme général u,, converge. Par théoréeme de majoration pour des séries a ter-
mes réels > 0, la série de terme général S, (n‘s —(n+ 1)_3) est absolument convergente, donc
convergente.

—S

D’autre part : [n™%8,| <
‘ sin g’ e
n

D’apres les calculs précédents, il en résulte que la suite de terme général Z k_szﬁ est convergente,

k=1
et donc la série Z n~%z" est convergente.
n>=1
. o . olts) X .. . .
I.3.a. Soit s € R fixé. Puisque la fonction ¢ +—— — = Z n”*t""" est développable en série

n=
entiere de rayon > 1, on peut primitiver terme a terme dans l'intervalle ouvert de convergence,
d’oli, pour tout z €] —1;1] :

GRS S
[ e =y n =Y e — p(as 1)
0 n=1 n n=1
I.3.b. e Pour tout z €] —1;1[:
“+oo
x
O = n:
¢(z,0) ;z T

e Pour tout z €] —1;1[:

w(x,1):/jw(’;’o)dt=/j1dt:—[lna—t)]g:—ma—x).

1-1¢

I.4.a. e Lapplication f,, : [0;400[ — R, t — fu(t) = e "*~1 est continue sur [0;+o0]
(puisque s > 1) et t2f,(t) = e "itst1 , 0, car n > 0 et par prépondérance de ’exponentielle

— +00
1
sur les puissances, donc pour ¢ assez grand, |f,(t)| < ok Par comparaison a ’exemple de Riemann,
il en résulte que f,, est intégrable sur [0;+oo].
e On a, pour tout n € N* :

+oo +oo 1 +oo s—1 1 +oo F
/ fn(t)dt = / e Mt dt s 7/ e*“<g> du=— ety du = (S)
0 0 0

u=nt] N n




I.4.b. On suppose ici |z| < 1.
Notons, pour tout n € N*, h,, :]0;4+o00[ — C, t — hy(t) = 2" fu ().
e Pour tout n € N*| h,, est continue par morceaux (car continue) sur |0 ; 4o00[

e La série E hy, converge simplement sur ]0;4o0[, car elle converge absolument, puisque, pour

n>1
tout n € N* et tout ¢t €]0;+o00] : [P ()] = 12" fr(8)| < fult) = e ™51
et que la série de terme général e="*¢*~1 converge (¢ > 0).
+oo
e Montrons que la fonction Z hy, est continue (donc continue par morceaux). Les applications
n=1
h., sont continues sur ]0;+oo[ et la série d’applications Z h,, converge normalement sur tout

n>1
segment de ]0;4o00], car, pour tout [a;b] C]0;4o0] :

Vn e N Vt € la;b], |ha(t) <e ™t~! e,
donc, pour tout n € N*, h,, est bornée et :
[|hnlloo < em0° 7,

qui est le terme général d’une série convergente, série géométrique de raison e~ et [e™%| < 1.

—+oo
e Montrons que la série Z/ |hn| converge. On a, pour tout n € N* :
0
n>1

+oo _ +o0 n +o00 _F(S)
/0 |hn<t>\dt—/0 \fn(t)ldt</0 fatyde = L)

nS

(. I'(s P . . L
Comme s > 1, la série de terme général —S) converge, donc, par théoreme de majoration, la série
~+o0 "
de terme général / |hn(t)|dt converge.
0

D’apres le théoreme du Cours sur série de fonctions et intégration sur un intervalle quelconque, on
peut intégrer terme & terme et on a donc :

o(z,8) = fn_sz” = J“Zwr(ls)(/;-oo fu(t) dt)z" = F(ls)i/(;‘x’ hy(t)dt

oo , +oo oo too°
= F(ls)/o+ (Zhn(t)> dt = I‘(ls)/o+ ;z"e_"tts_ldt

n=1

1 e X t 1 1 oo t 1 1
= — ST At = —— Tr——— 5T dt
F(s)/o ;(ze ) F(s)/o OO et

+oo 4s—1
t
= 72 / dt‘
I'(s) Jo e —z

On conclut :

+oo  4s—1
Z t
90(278) F(S) /0 et*Z




PARTIE II

I1.1 Notons, pour tout n € N* : u, :|1;4+0o[ — R, s+ u,(s) =n"* =e 5",

e Pour tout n € N*, I’ apphcatlon uy, est de clagsse C™ sur |1; 400 et, pour tout k € N :

Vs ell;+oof, uf(s)=(—Inn)Fe ",

e La série Z u, converge simplement sur ]1;+4o00[, d’apreés 'exemple de Riemann (s > 1).
n>1
e Montrons que, pour tout k € N*| la série Z ugf) converge normalement sur tout segment [a ; b]
n>1
de]l;4+o00[.Ona: VneN, Vse [a'b] [l (s)| = (Inn)*n=* < (Inn)kn=2,
d’ott : Vne N, [luP]llet) < (Inn)kn=a.

1
Il existe a € R tel que 1 < a < a, par exemple o = %. On a:

n®(nn)*n=* = n®"%(lnn)* — 0,

par prépondérance de la puissance sur le logarithme. Donc, pour n assez grand, na||un )H 1,

)||[ a;b]

(k) |la;b] 1
don [JulF)])latl < —, ce qui montre que la série de terme général Hun converge.
n

D’apres le théoreme de dérivation pour les séries de fonctions, étendu aux fonctions de classe C'°°,
on conclut :

+oo
¢ est de classe O™ sur ]1;4o00[ et : Vs €]1;+00], (¥ (s)= Z(flnn)knfs
n=1
I1.2. D’apres le résultat précédent, ¢ est dérivable sur |1;+oo] et :
—+o0 —+oo
Vs el]l;+ool, ('(s)= Z —n"*lnn = Z —n"*Inn.
n=1 n=2

Comme chaque terme de cette série est < 0, sa somme est < 0, donc ( est strictement décroissante
sur |1;+oo[.

De méme, ¢ est deux fois dérivable sur ]1;+oo] et
Vsell;+ool, ¢"( Zn (Inn)?

Comme chaque terme de cette série est > 0, sa somme est > 0, donc ¢ est convexe sur |1 ;400

I1.3. e Soit s €]1;+00|. Puisque I'application t — ¢~* est décroissante et intégrable sur [1;4o00],

o0
on a, par comparaison série/intégrale : 0< Z n=° < / t7%dt < Zt s

+oo
c’est-a-dire : 0<(¢(s)—1< / o dt < ((s).
1

tstlqdee 1
—s+1}1 s—1°

On déduit, pour tout s €]1;+o0| : ] <Cs) <1+
5 —

d’olt : 1< (s—1)¢(s) < s

400
II.4. On a, pour tout s €]1; 400 : / t=*dt = [
1

s—17



On déduit, par théoréme d’encadrement : (s — 1)¢(s) — ) 1, et on conclut :

), 40 @ ),
II.5. On a: .
2((s)-1-27) =3 (5)
Comme : "

n\ —2
< (*) ’
2

—2 —s
- - n - . . n
et que la série numérique g (5) converge, la série d’applications E (s — (5) ) con-
n=3 n=3
verge normalement, donc uniformément, sur [2; +oo].

Vn >3, Vs € |[2;400], ‘(g)is

n —S
Comme, pour tout n > 3, (5) — 0, d’apres un théoreme du Cours, on déduit

s — 400
+0oo n —s
E (7) — 0, cest-a-dire 27°(¢(s) —1—-27%) — 0, dou((s) —1—27"=0(27%),
= 2 s — 400 s — 400

cest-a~dire : {(s) —1 ~ 275,

§ — 400

Comme 2% - 0, on déduit : ((s) - 1.

I1.6. On en déduit facilement le tableau de variations de ( et le tracé de la courbe représentative
de (.

I1.7. Soit (s,t) €]1;+00[?. Puisque les séries de termes généraux n~=° et n~! convergent, les suites
de termes généraux n—%/2 et n~*/? sont de carrés sommables. D’apres 'inégalité de Cauchy et
Schwarz dans ¢2, la suite de terme général n—*/2n~%2 est sommable et :

<<<s+t>) (anﬁ‘) _ (zns/zntﬂ)Q < (Tin‘g)(gnt) = ((s)C(t).

t
Puisque ( est a valeurs > 0, on conclut : C(S * ) < V/C(s)C(t).

\V]

I1.8. Soit a € R. Notons h :]1;+oo[ — R, s +— h(s) = (¢(s) — 1)°

e Puisque ¢ est & valeurs > 1 et de classe C™ sur ]1;+4o00[, h est > 0 et continue sur ]1;+oo].

1 1
eOna,enl: ((s) — oot C(s)—1 ~ P d’ott h(s)

s— 15 3:1(5—1)0'
Comme s +— ﬁ est > 0 et est intégrable en 1 si et seulement si a < 1, h est intégrable
en 1 si et seulement si a < 1.
e On a, en 400 : h(s) ~ (27°)% = e~*"2)s Comme s — e~ 2("2)% est > 0 et est intégrable

en +o0o si et seulement si a > 0, h est 1ntegrable en +0o si et seulement si a > 0.

On conclut :

—+oo
L’intégrale / (¢(s) - 1))“ds existe si et seulement si : a €]0;1]
1




PARTIE III

II.1.a. @ On a, pour tout €] — 27;0] :

oy =ate <21 = (P (2 (I

Comme de plus g est 2m-périodique, on conclut que g est paire.

e D’apres sa définition, g est continue sur [0;27[ et admet une limite finie en 27~. Par 27-

périodicité, il en résulte que g est continue par morceaux qur R. Donc g admet des coefficients de
Fourier trigonométriques, notés a,, b,,.
Puisque g est paire, tous les b,, sont nuls.

On a, pour tout n € N :

2 2 1 27
n = o g(t) cosntdt = 7/ cosnt dt
27 Jo 7 Jo
Ly
ipp,n>1 T 2 T Jo -
1 o 1 _ snt127 2 snt
= Py— (m—t)sinntdt = ({(W—t)ﬂ} _/ cosn dt)
2mn 0 ipp 27rn n 0 o "
1 o m 1ysinnty?n 1
= s taule )=
2tm\n n nl n lo n

Et :

1/27T (Wﬁt)zdt 1[ 2(7r—t)3}27f 2( 3 7r3) 72
ag = — e = — | — = = Y —-_— - — ] = —.
R A 2 rl 3\ 2 0 3r\ 8 8 6

e L’application g est 2m-périodique, continue sur R (car il y a raccordement par continuité en 27 et
en 0) et de classe C'* par morceaux sur R. D’apres le théoréme de convergence normale de Dirichlet,

la série de Fourier de g converge normalement sur R et a pour somme g, donc :

400 2
ag . 0 cos nx
Ve eR, g(z)= 5 + ngzl(an cosnx + by, sinnx) = 3 + nEZI 3

ITI.1.b. e On applique le résultat précédent a z =0 :

d’ou : .
o0

1 I 2

2) = = — = —

@ ;nz 4 1 6

e Puisque g est 2m-périodique et continue par morceaux sur R, on peut appliquer la formule de

Parseval :
2 o0 2T
ag 1 9 49 1 / 2

— b = — d .
1 + 5 g (az +b3) o (9(z))" dz



Ici :

2 too 2.2 +oo 4 +oo
aj 1 9 9 ( ) 1 1 ™ 1 1
04 = 2y = (L il - " 4z
4+2W:1(a"4r =105 +2nz::n4 144 2;714’
et :
1 [ 2 1 (7 rr—a\4 1 2/m—x\52r 1 22x°
L[ etk [ 5 e LA -
o7 J, (9(e))”dw = o o 2 Tl 5\ ) o T 2n5 32
On obtient : N
<1 7T4 7 7T4
b-S koG- 2%
<@ ;n‘l 80 144 90
On conclut :
2 7
2:7 4:—
=" (=1
II1.2.a. On a :
Ré( (e 2))—Ré(+§n_2ei"9)—fcosne— (9)—12
v 7 - n=1 _nfl n2 -7 12

IT1.2.b. D’apres 1.4.2 :

(e?,2) = o’ /+OO LB
e = re) J, et—ef

MaisT'(2) = (2—1)! =1, et :

(et — cos0)? +sin? 0

/+°° et dt_/+°° (cosf +isinf)t dt_/+°° t(cos 6 +isinf)(e’ — cosf +isin0)
o et—e? " Jo et —cosf—isind ),

donc, en prenant la partie réelle :

oo t(etcosf — 1) 0
= A 1 2 = —_—
/0 e2t —2elcosfh + 1 dt = Ré (gp(e ’ )) 9(6)

IT1.2.c. e En appliquant la formule précédente & 6 = 0, on obtient :
“+oo t 2
t(e! — 1) ™
———dt=¢9(0) — —
/0 o 00) - T,

c’est-a-dire :

too 4 a2 a2 2
[T .
0 et —1 4

e En appliquant la formule précédente a 6 = 7, on obtient :

“+oc0 t 2
t(—e'—1
/ gfei)dt:g(ﬂ)*l,
o el +2et+4+1 12

c’est-a-dire :
+oo t 7T2
o e +1 12



eOna:

+o0 +oo +o0 t +o0 t
t 2t 2t 2t(e' —1+1
B[ gpu= | e [ Fa- | HEZ1H)
o  sht g et—et 0 e¥—1 0 e —1

+o0 oo 2 2 2
t 2t 1 T 1x s

=2 ——dt dt = 24+ =2— 4 -— = —.
/0 et +1 +/O 21 WSy T T T T

2

e L’application t —— est continue sur ]0; +oo[, de limite 1 en 0, équivalente a 2t%e~¢

p
s
en 400, donc elle est intégrable sur |0 ; +oo].

Effectuons une intégration par parties, pour 0 < e < T :

/Tt ldt_[tzlr+/Tt20ht at
. sht  Ll2shtle " ). 2sh%

d’otli, en faisant tendre e vers 0 et T vers +oo :
+o0 +oo 42
t t“ cht
/ T ogt= / Peht g
o sht 0 2 sh*t

+00 42 +0o0 2
t°cht t

/ ° dt:2/ ="
o sh’ o sht 2

e Pour A\ > 0, effectuons le changement de variable u = At :

et donc :

too 1 [t u w2
dt = — 2 du=
o sh(\t) A2 J, shu 402

Et, par imparité, pour A < 0, on a :

“+o0 t +oo t 7T2 7.‘.2
T S A
. sh(w) L sh(—M) NTESVEAyY

Finalement :
+oo t d )\ 7.[.2
VA eR* —dt = —.
€x /0 g e N

e Par le changement de variable v = e, on a :
[ [T,
o et+1 1 ut+lu 1 u(u+1)

/+°° Int 72
——dt = —.
L tt+1) 12

IT1.3.a. On a, d’apres 1.4.2, puisque s +1 > 1 :

d’ou :

(e'? s+1)eie/+ootsdt
PAE S T(s+1) ), et—elf
D’une part :
T(s+1)p(e? s+ 1) =T(s+1) Z n~ D — (s 4 1) Z n_(s+1)(cos nf + isinnd)
n=1 n=1



+o00 +0o
=T(s+1) Z n~ Y cosn 4 il(s + 1) Z n~FD sinng.
n=1

n=1

D’autre part :

0 /+°° ts dt /+°° t*(cos 6 +isinf) (e’ — cosf + isin ) di
e ——dt =
o et —el 0 (et — cos )2 + sin” @
/+oo t*(et cosf — 1) diti /+oo tel sin it
= 1 .
o € —2elcosf+1 o e —2elcosf+1
En égalant les parties réelles et les parties imaginaires, on conclut :
/+OO ts(et cos O — 1) dt F( i 1) f —(s+1) 0
=TI(s n cosn
o €% —2etcosf+1 —
+o0 Sat of too
t%e"sin 6
dt =T(s+1 ~) ginng
/0 e? —2etcosf+ 1 (s+ );n S
II1.3.b. 1) Existence
S S
e L’application t — T est continue sur [0 ; +oo[, et ¢2 T e 25t2 et D T 0, donc

cette application est intégrable sur [0; +00[, ce qui montre que la premiére intégrale I(s) proposée

existe.
S
e [’application ¢
ppP — i

est continue sur |0 ; +oc[, équivalente en 0 & t°~1 et s — 1 > —1, donc

S
intégrable en 0, et intégrable en +oco comme ci-dessus, donc intégrable sur ]0; +ool.
Ceci montre que les deux intégrales proposées I(s) et J(s) existent.
2) Caleul

eOna:

+oo  4s +oo s +oo st
t 2t 2t%e
() /0 cht /0 et et /0 et 4+ 1

En remplacant 6 par g dans la deuxieme formule de II1.3.1, on obtient :

“+oo tset +oo ( +1) . 400 ( +1)
/0 mdt:F(s—&—l);n s1nn§ =T(s+ 1)1;)(21)4—1) (—1)?,

car les termes d’indices impairs sont nuls.

On conclut :
| I(s) =2T(s + 1)Ss(s) |
*Ona: + + + ¢
o ¢S o 28 < 2t%e
J(s) = dt = —dt = —dt.
() /0 sht /0 et —e? /0 e?t —1
Et :

2¢et 1 1

F 1 o1 d+1




En remplacant 6 par m dans la premiere formule de I11.3.1, on a :

oo s too too (=1)"
—/0 mdt:F(s—i—l)ZcosmT:F(s—i—l) .

n=1 n=1
En remplacant 6 par 0 dans la premiere formule de I11.3.1, on a :

+oo

o dt=T 1 1
o t=T(s+ )Znsﬂ.

n=1

En reportant, on déduit :

+oo gyset i1 X 2
dt = F 1 _— = _—
A o2t _ 1 (s+1) 2 : g 2 : (2p + 1)+

n=1 p=0

On conclut :

’ J(s) =2T(s+1)S1(s) ‘
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