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Si un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) la signale

sur sa copie et devra poursuivre sa composition en indiquant clairement les raisons des
initiatives qu’il (elle) est amené(e) a prendre.

PARTIE I

On considere la série entiere Z n °z" de la variable complexe z, ou s est un réel fixé.
n>1

1. Déterminer, pour s € R fixé, le rayon de convergence de la série entiere Z n °z".
n>1

2. Dans cette question 2., on suppose |z| = 1 et on note z = ¢? 0 cR.

2.a. Etudier la convergence de la série numérique Z n *z", dans le cas s > 1, et dans le
n>1
cas s < 0.

2.b. Etudier la convergence de la série numérique Z n °z" pour z = 1, dans le cas ou
n>1

0<s<l1.
2.c. Dans cette question 2.c., on suppose 0 < s < 1 et z # 1. On note Sy = 0 et, pour tout
n €N, S, = sz.

k=1
Montrer : .
Vn eN, |S,| < oo
‘sin —‘
2
En remarquant que z*¥ = S, — Sj_1, montrer :
n n—1
VneN, Y k=Y (k"= (k+1)%)Sy +n 55,
k=1 k=1

En déduire que la série numérique Z n °z" est convergente.
n>1



+oo

On note dorénavant ¢(z,s) = Y n~°z" pour tout couple (z,s) € C x R pour lequel cette
n=1

série numérique converge.

T p(t
3.a. Montrer : V(z,s) €] —1;1[xR, o(z,s+ 1) :/ o(t, ) dt.

0 t
3.b. Calculer ¢(x,0) et ¢(x,1) pour tout x €] — 1;1][.

4. Dans cette question 4., on suppose s > 1.
4.a. On note, pour tout n € N* :
fn (05400 — R, t+—— f,(t) =t"te ™.
+oo
Montrer que, pour tout n € N*, f,, est intégrable sur [0;+o0o[ et exprimer / fa(t)dt
0

+o00
a laide de n, s et de I'(s) = / t5le ! dt.
0

4.b. Démontrer, pour tout s > 1 et tout z € C tel que |z| < 1:

2z [too sl
o(z,8) = ) /0 o dt.

PARTIE II

+oo
On note, pour tout s €]1;+o0[:  ((s) =p(1,5) =D n"*
n=1

1. Montrer que ¢ est de classe C™ sur |1;4o00| et exprimer, pour tout k£ € N et tout
s €]1;4o00[, (™ (s) sous forme d’une somme de série.

2. Montrer que ( est strictement décroissante et est convexe sur |1;+o00].

+oo
3. Montrer : Vse]l;+oof, 0<((s)—1 S/ t*dt < ((s).
1

1
4. En déduire :  ((s) — oo et C(s) ~ ) T
s —> s —> S —

5. Btablir:  ((s) — 1 et ((s)—1 ~ 27

s — 400 s — 400

6. Former le tableau de variations de ¢ (avec limites) et tracer I'allure de la courbe représentative

de C.
s+t

7. Démontrer : ¥ (s,t) €]1;+00l?, (o) < 4/C(s)C(H).

, +oo
8. Etudier, pour a € R fixé, I'existence de I'intégrale / (C(s) —1)*ds.
1

2



PARTIE III

1. On note g : R — R l'application 27-périodique telle que :

Ve el0;2n], glx)= (W;$)2.

1.a. Démontrer :
2 +o00

™ cosnx
\V/CCG]R, g<x):ﬁ+27

n=1

1.b. En déduire les valeur de ((2) et de ((4).
2.a. Exprimer, pour tout § € R, la partie réelle de ¢(e?, 2).
2.b. Montrer :

+oo t(efcosf —1) T
VO eR / at = g(6) — =
<R 0o e? —2elcosl+1 9(9)

2.c. En déduire les valeurs des intégrales suivantes :

oo ¢ oo ¢ +oo ¢ +oo 2 cht
at, / at, / o, / P
/0 et — 1 0 et +1 o sht 0 sh?t

too ¢ +oo  Int¢
dt, A €R® / at.
/0 sh(At) 7 © 1 t(t+1)

3.a. Montrer, pour tout (s,6) €]0;+00[XR :

/+°O t5(ef cosf — 1)
0

+o0
_ —(s+1)
e2t—2et0059+1dt_r(8+1)zn cosnf

n=1

+oo
dt =T(s+1) > n " Vsinne,

n=1

/+°0 t%et sin 0
0o e —2elcosl+1

3.b. En déduire, pour tout s €]0;+o00], la valeur des intégrales

I JLAN J R
(8) N /0 cht et (S) N /0 sht

en fonction de I'(s + 1) et des sommes

400 +00
Si(s) =Y (2k + 1)~ et Sa(s) = Y (—=1)*(2k + 1)~
k=0 k=0
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