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PARTIE I
+o0
I.1.a. Soit y: z +— Z anx" une application développable en série entiere en 0, de rayon
n=0

R > 0.

D’apres le Cours, on peut dériver terme & terme a 'intérieur de I'intervalle de convergence,
d’otr, pour tout x €] — R; R :

+o0 +00 —+00
y(z) = Z apz”, Y (z)= Z napz" Y,y (z) = Z n(n — 1)apz™ 2.
n=0 n=1 n=2
On obtient, pour tout z €] — R; R[ :
zy"(z) +y'(z) + zy(z)
“+00 “+o0 —+00
= Z n(n — 1)anm"71 + Z napz" '+ Z anz" !
n=2 n=1 n=0
+o0 +00 +00
= Z(n + Dnap1z”™ + Z(n + Dap12" + Z ap—12"
n=1 n=0 n=1
+00
= a + Z ((n+ Dnapy1 + (n 4+ Dapst + ap—1)x"
n=1
+00
= a + Z (n 4 1)%ans1 + an_1)z".
n=1

Par unicité du développement en série entiére de la fonction nulle, on déduit :

y est solution de (E) sur | — R; R[
= (a1:0 et Vn € N, (n+1)2an+1+an,1:0)
— (a1 =0 et VneEN, apy = _712@,1,1)
(n+1)
VpeN, agpt1 =0
= 1 A 1 (—1)

VpEN, ayp= "5 73 " 75500 = m5—r500-
P (2p)? (2p—2)2 22 22 (p!)?



Ainsi, si y est développable en série entiére en 0, de rayon R > 0, y est solution de (E) sur
| — R; R[ si et seulement si :

4TL

Ve e]—-R;R[, y(z) _GUZ

= (=m
Réciproquement, considérons la série entiere Z 2n

(47 (nl)?
Notons, pour z € R* fixé et n € N: wuy(z) = (_1)n zm,
4n(nl)?
|un+1(x)| 3 22(n+1) 4"(n!)2 72

On a, pour tout n € N, |u,(z)] > 0et: — 0.

un(@)] 4 (n+1))2 @ A+ 1)2 ned
D’apres le théoreme de d’Alembert pour les séries numériques, il en résulte que, pour tout

z € R, la série numérique E un(x) converge, et donc la série entiére envisagée est de
n>0

rayon infini.

On conclut :
: X ( 1)n 27
Les solutions de (E) développables en série entiére en 0 sont les applications z — ay Z ()2 T
=0]

aop € R, le rayon de convergence de ces séries entieres est infini, et ces fonctions sont solu-
tions de (E) sur R.

= (_1)n 2n
On note : J:R — R, x»—)J(m)zE YTYPOVES
= 4n(n!)

Il est clair que J # 0, puisque, par exemple, J(0) =1 # 0.

On conclut :

L’ensemble des solutions de (E) développables en série entiére en 0 est la droite vectorielle engendrée par .

+00  1\n +00 1 1\n
I.1.b. ¢ Ona: VzeR, J(—z)= Z 4(n(1)) (—z)?" = Z 4(n(71L)')2332" = J(z),
n=0 )

e Puisque J est développable en série entiére en 0 de rayon infini, d’apres le Cours :

| J est de classe C™ sur R |

n -1 1 1
e On a, d’aprés le DSE(0) de J :  J(0) =1, J'(0) =0, J2(!0) = 4(1(1!))2 =7 donc
1
J'0)=—=.
0)=

e Puisque J(0) = 1, la courbe représentative C' de J passe par le point (0,1).
Puisque J'(0) = 0, la tangente en (0,1) & C est parallele & z'x.

Puisque J"(0) = —5 < 0, la courbe C tourne sa concavité vers les y négatifs.



I.1.c. & Soit = € [0;2].

—1)n
Notons, pour tout n € N: w,(z) = 4(n(n)!)2332n
La série numérique Z un(x) est alternée, la suite (Ju,(z)|),5, converge vers 0 car la série

n>0
en question est convergente, et la suite (|u,(x)]),5, est décroissante car, pour tout n € N :

|un+1(x)| 3 22(n+1) 4”(n!)2 B 72 1
lun(z)]  4n+i((n+DH)% 2 A +1)2

puisque 0 < x < 2et n>0.

La série Z un(z) reléve donc du TSCSA, et il en résulte que sa somme J(x) est comprise

n>0
entre deux sommes partielles d’indices successifs. En particulier: wug(z) 4+ ui(z) < J(z) < uo(z).
2 2
Comme ug(z) =1 et uq(x) = —%, on déduit : 1 — % <J(z) < 1.

2
T
Puisque z € [0;2],ona 1 — vy > 0, et on conclut :

| Vzel052], 0<J(z) <1

e Comme on vient de le voir, en particulier pour x = 1 et pour x = 2, la série numérique

Zun(x) releve du TSCSA, donc, en notant R,(z) le reste d’ordre n de cette série
n>0
numérique, on a, pour tout n € N :

72(n+1)

T (1)

| B ()] < [ty 1 ()]

1 | 11,

« Pour z =1, on a |R,(1)] < (L D1 et I < 510 ,

donc |R,(1)] < 0,5-107! dés que n > 1.

Il en résulte que ug(1) + uy(1) est une valeur approchée de .J(1) & 0,5- 10! pres.
1 3

Et : 1 1)=1—-=-=0,75.
(1) + u1(1) 1=1°0
On conclut :
J(1) ~0,8 4 107! pres
22(n+1) 1 1 1 1
* Pour z =2,ona: |R,(2)| < = et =< -107",

Cantl(n+ 1D (1)) (B)F 36 2
donc |R,(2)] < 0,5-107! dés que n > 2.
Il en résulte que ugp(2) + u1(2) + ua(2) est une valeur approchée de J(2) & 10~! prés.
2? 24

Bt : ug(2) +ui(2) +uz(2) =1~ e 2

11
=1-1+-=-=0,25.
> +=7=025

On conclut :



J(2) ~0,2 410! pres

* Pour z = 3, la série numérique Z un(3) ne releve pas du TSCSA, car |ug(3)| < |ui(3)]

n>0
-1 9

puisque ug(3) =1, ui(3) = W32 =7
Montrons que cette série releve du TSCSA & partir d’'un certain indice.

lun+1(3)| 32 9 9 X
0) tout N: = = <1, et —=<1d

n a, pour tout n € un (3)] 1)’ dmtig Sh e MEFSIZ es

que n > 1. Donc Z un(3) releve du TSCSA.

n>1
9n+1

T (0 + 1))

On a alors, pour tout n > 1 : |Rp(3)| < |un+1(3)]

9* 6561
45402 T 147456
Tl en résulte que ug(3) +u1(3) +ua(3) +u3(3) est une valeur approchée de J(3) 4 0,5-10*
pres.

Et :

et ~0,044... < 0,5- 107"

3 3t 36 9 81 729
- =l-—4+——F— =~ - 1...
4.(1!)2+42,(2!)2 4. (312 4+64 6136 0,30078

uo(3)+ - +us(3) = 1—

On conclut :

J(3) ~ —0,3 4 107" pres

e Puisque J(2) > 0, J(3) < 0 et que J est continue sur l'intervalle [2;3], d’apres le
théoréme des valeurs intermédiaires, J admet au moins un zéro dans ]2; 3.

I.1.d. On a, d’aprés laa. : zJ" +J +2J =0,
1

d’ot1, en multipliant par J' et en divisant par z, pour z €]0;+oc[: J'J" + —J? + JJ' = 0.
T

Ceci montre :

J12

1
§(J2 + I =g+ JJ" = <0.

Il en résulte que J2 + J"? est décroissante sur ]0;+oo.

Comme de plus J? + J"? est continue sur [0;+oo[, on conclut :

J? + J"? est décroissante sur [0 ; +oo[

.. 1 . L
I.2. Puisque 'application z — — est continue et décroissante sur [1;4o0[, on a, par
x
comparaison série/intégrale :

il ] "1 "1
/ —dx<2—<1+/ — duz,
1 T klk 1 T

c’est-a-dire :
In(n+1) <H, <1+Inn.



1
Comme In(n+1) =Inn+In (1 + —) ~ Inn et que 1 +1nn ~ Inn, on conclut, par
n

encadrement :

H, ~Inn
noo

I.3.a. Soit K :]0;+o00[ — R une application deux fois dérivable. On note :
H:0;4+0] — R, z+— H(z)=(Inz)J(z) + K(x).
Par opérations, H est deux fois dérivable sur |0;+oo[ et on a, pour tout = €]0; 400 :
H(z) = (Inz)J(z) + K(x)
H'(z) = (In2)J'(z) + éJ(x) + K ()

H"(z) = (Inz)J" (z) + ;J’(x) - %J(z) + K" ().

Donc :
H est solution de (E) sur J0; +00]
Vx €]0;4o00, wH"(x)+ H'(z)+zH(z) =0
Vz€l0;+oo], (Inz)(zJ"(z)+ J (z) +2J(z)) +2J (z) + 2K"(z) + K'(z) + 2K (z) =
Vz €l0;+oof, zK"((z)+ K'(z) + 2K (z) = —2J'(z)
)

rruve

K est solution de (F) sur ]0; 400].

1.3.b. La méthode est la méme que dans la résolution de 1.a.
+oo

Soit y : x —> Z bp,z" une application développable en série entiere en 0, de rayon R > 0.
n=0

On a, pour tout z €] — R; R| :

+oo +oo +00
= Z bpx", y'(z) = Z nbpz™ 1, y"(z) = Z n(n — 1)b,z" 2.
n=0 n=1 n=2
On en déduit, pour tout z €| — R; R[, comme en l.a. :
+00
zy’ (z) + o (z) + zy(z) = by + Z ((n+1)%bpp1 + bp_1)z"
n=1
D’autre part : Vax €]0;+0c[, J'(z)= Jio (=1 2n?"
’ ’ ’ 4n(nl)? '

n=1

Par unicité du développement en série entiere en 0 de —2.J’, on, déduit :

y est solution de (F) sur | — R; R]



VpeEN, (2p+1)%byp1+bgy 1 =0
<— (b1 =0 et

* 2 _ (_1)p
Vp €N, (2p)°bop +bop2 = _24p(p!)2 2p)
ok -1 p4p
= ((YpEN, bypy1=0) et (YpEN', (2p)*bay+bop o = —%- (1) )

4P (p!)? —1)P
Notons, pour tout p € N: ¢ = %bgp, de sorte que : by = m@p.
o (1) (-1t (1)
—1)P —1)p— —1)P4p
1) < (2p)° =
1
S 4p202p - 4p202p_2 =—4p <= cp—Cypo= —1—).
On obtient alors, par sommation, et avec équivalence logique :
1
Cop — Cp = (Cgp—62p72)+"'+(02—60) :—]—) —e—1= —Hp.

Ainsi, si y est développable en série entiére en 0, y est solution de (F) si et seulement si :

(co — Hn)ZEQn, c € R

I
(]

Vre]l—R;R[, y(x)

]-)n(CU _ Hn) 2n
4n(nl)?

Réciproquement, considérons la série entiere Z (
n>0

—1)"

On sait déja que la série entiere 7;) mg:?" est solution de (E) sur R.

Not tout € R* fixé et tout n € N _ DM o
otons, pour tout z € xé et tout n € N, vn(gz)_W

On a |v,(z)| > 0 et :

[vnt1 ()| _ Hy 2”0t i 4 (nt)? _ Hny1 z’

lon(z)]  anti((n+1))® Hez?  H, 4(n+1)2

Hn+1

1
Comme H, ~ Inn, ona Hyiq ~ In(n+1) =In+1In (1 + E) ~ Inn, donc — 1,

n noo

. |Un41\T
vn(z)]  noo
D’apres la regle de d’Alembert pour les séries numériques, la série Z vp(x) converge, et
n>0
il en résulte que la série entiere envisagée est de rayon infini.

On conclut :



. X (~1)"(cg — H
Les solutions de (F') développables en série entiere en 0 sont les applications z — Z —_—

= 4n(nl)?
¢p € R, le rayon est infini, et ces fonctions sont solutions de (F) sur R.
I.3.c. D’apres 3.a. et le résultat de 3.b., on conclut :
n—l—lHn on )
H:0;4+00] — R, z+— H(z) = (Inz)J(z) + Z ()2 ——————“" est solution de (E) sur R




I.3.d. Soit (\, ) € R? tel que A\J+pH = 0, c’est-a-dire: Vz €]0;+oo[, AJ(z)+pH(z) =
0.

On a vu que J est continue en 0 et que J(0) = 1.
X ( 1)n+1Hn 2n

D’autre part, 'application K : z — nz W:E est de classe C'* sur R donc est
continue en 0. Il en résulte : H(z) = (Inz)J(z) + K(z) — —o0.
r — 0t

Sip # 0, alors AJ(z) + pH(z) . +00, contradiction.
Tr —
Donc g = 0, puis AJ = 0. En particulier, AJ(0) = 0, donc, comme J(0) = 1, on conclut
A=0.
Ceci montre que (J, H) est libre dans RI?+o°l,

1
I.3.e. Puisque (E) 4"+ —3y +3 =0, est une équation différentielle lindaire du second
T

ordre, normalisée sur 'intervalle |0; +o00[ et & coefficients continus sur ]0; +oo[, d’apres le
Cours, 'ensemble S des solutions de (E) sur |0 ; +-00[ est un R-espace vectoriel de dimension
2.

Comme J et H sont dans S et que (J, H) est libre, on conclut que (J, H) est une base de
S, autrement dit :

La solution générale de (E) sur ]0;+oo[ est AJ + uH, (A, u) € R?

I.4.a. On a, dans R[X] : (X +1)"(X+1)" = (X +1)?".

On en déduit, en utilisant la formule du bindome de Newton :

( an chxF) ( an ChX?) = % g, X0
k=0 q=0

p=0
En prenant le coefficient de X" dans chacun des deux membres, on obtient : Z ckenk =z .
k=0
Comme C?~* = Ck, on conclut :
n

> (Ch)? =C5,.

k=0
I.4.b. E 1)n J(z
.4.b. En notant, pourtoutn € N, a, = 4n( 1y? 7, ona, pour tout x € R: Z an:v

d’oti, par produit de deux séries entiéres, pour tout z € R : (J(a:))2 = Z cnz?, ot

pour tout n € N :

L R e T e 1
c"_,g)“’“a””“_z4’“(k!>2 PSR T Dy e

k=0

n 2 - & e —1)" (2n)! —1)™"(2n)!
— o kZ; (i) = oy > (O = S = e o —



On conclut :

Ve eR, (J(z)’=Y
=0

(1" @n)! 5,

4n(nl)4




PARTIE II

I1.1.a. On a, par une intégration par parties, pour tout n € N :

Wpy1 = /2 sin?"t2¢dt = /2 sin® 1 tgint dt
0 0

us

= [sin®" "1 ¢(—cost)]g — /2(2n+ 1) sin?" ¢ cos t(— cos t) dt
0

= (2n+1) /2 sintcos’tdt = (2n+ 1)/2 sin®® ¢(1 — sin® t) d¢
0 0
= (2n + 1)(Wn — Wn+1),

d’ou le résultat demandé :

‘ VneN, 2n+1)Wyi1 = (2n+ 1)Wn‘

I1.1.b. D’apres l.a., de proche en proche, ou par une récurrence immédiate, on a :

_2n—1 . @2n-12n-3)---1__ (2n)!' w  (2n)! 7
Wn=—g Wo1 =" = (2n)(2n —2)---2 WU_(znn!)2§_4n(n!)2§'

I1.2. Soit = € R fixé.
D’apres I 1.a. et IT 1.b., on a :

B +00 (_1)n n +00 n2 Wn .
J(x)_7;4n(n!)2m2 =2 (1) E(zn)!"”2

n=0
s 2n
; t
(/2 s1n2"tdt E / " sin’" ¢ 27 dt.
0

2 X
(—1)"sin?" t 22"

e
(2n)!

Notons, pour n € N, f,: [O; g] — R, t+— fr(t) =

T
e Pour tout n € N, f, est continue sur le segment [O; 5]

eOna:

VneN, Vie [og] 101 < o

donc :

VneN, |[|falloo <

(2n)!"

2n
x converge (par la regle de d’Alembert, par exemple),

Comme la série numérique Z
(2n)!
n>0

par théoréme de majoration pour des séries a termes réels > 0, la série Z ||fnllco converge.
n>0

. - . . ™
Ceci montre que la série Z fn converge normalement, donc uniformément, sur [0; 5]
n>0

10



D’apres un théoreme du Cours sur convergence uniforme et intégration sur un
segment, on peut donc permuter intégrale et série, d’oti :

2[5 IR (=1)"sin® t 2 2[5 X (=1)"(xsint)?” 2 [3
J =—/ dtz—/ dtz—/ int) dt,
(@) 7 Jo (T; (2m)! ) 7 Jo (T;) (2n)! ) 7 Jo cos(zsint)

en reconnaissant le développement en série entiere de cos, qui est de rayon infini.
On conclut :

2 13 _

Ve eR, J(z)= —/ cos(z sint) dt

m™Jo

I1.3. Notons :

F:Rx [O; g] — R, (z,t) — F(x,t) = cos(zsint).

. s .
e Pour tout z € R, F(x,-) est intégrable sur [0; E]’ car continue sur ce segment.

k

. .. OF . . .
e Pour tout £ € N, I'application 9k D (x,t) — sin® ¢ cos (m sint + kg) existe et est
x

continue par rapport & x et continue par morceaux (car continue) par rapport & ¢, sur
T

R X [O, 5].

e Ona:

T oFF . . T

VEEN, V(z,t) €R X [0; E]’ W(w,t)‘ = ‘smktcos (zpsmt-l-ka)‘ <1

et l'application constante 1 est intégrable sur le segment [0; g]
3

D’aprés le théoréme de dérivation sous le signe avec hypothése de domi-

nation, on conclut que J est de classe C*® sur R (ce que l'on savait déja, cf. T 1.b.) et
que :

2 r3
VkEN, Ve € R, J(z) :—/Zsinktcos (xsint—i—kg) dt
™Jo

I1.4. e D’apres 3. :
, 2 (35, . ™ 2 (3 . .
Ve eR, J(r)=— sint cos (513 sint + —) dt = —— sintsin(z sint) dt.
T Jo 2 T™.Jo
Soit z €]0; 7] fixé.
L’application ¢ — sint¢sin(zsint) est continue sur [0; g] , positive ou nulle car zsint €
[0; 7] et n’est pas la fonction nulle, donc J'(z) < 0.

Comme J est de plus continue sur [0; 7], on conclut :

‘ J est strictement décroissante sur [0 ;7] ‘

11



e D’aprés 3. :

w3

2 (3 2
Ve eR, J'(z)== /2 sin? ¢ cos(z sint + ) dt = ——/ sin® ¢ cos(z sin t) dt.
0 0

Vs Vs
Soit = € [0; g] fixé.

g)na: Vte [O;g], rsint € [O;g], donc: Vte [O;g], cos(zsint) > 0, d’ou J"(z)

On conclut :

J est concave sur [0; g]

II.5. On a:

9 5
VkEN, Yz eR, |J® ()] =_‘/ZSinktcos (xsint—kkg) dt‘
o

2 (2 2 (2
g—/z sinktcos(xsint—l—kz)‘dtg—/21dt=1.
m™Jo 2 T Jo

II.6.a. Le résultat demandé est un exercice classique, appelé lemme de Riemann-
Lebesgue dans le cas d’un intervalle quelconque.
Soit ¢ : [0; 1] — R une application continue et intégrable sur [0; 1].
Soit € > 0 fixé.
On a :
Ve eR, Vu€[0;1], |cos(zu)p(u)| < |o(w).

Comme ¢ est intégrable sur [0; 1], il en résulte par théoréme de majoration que, pour tout
x € R, Papplication ¢t — cos(zu)p(u) est intégrable sur [0;1].

1
Puisque ¢ est intégrable sur [0; 1], il existe a € [0; 1] tel que : / lo(u)| du < %
«

12



On a alors, pour tout z € R :

‘/: cos(zu)p(u) du‘ < /al | cos(zu)p(u)| du < /al lo(u)| du < %

13



Ensuite, pour z €]0;+o0o[, on a, par une intégration par parties pour des fonctions de
classe C'* sur le segment [0; ] :

/Oa cos(zu)p(u) du = [sin(xu) w(u)] a—/oa sin(wu) o' (u)du = sin(ea) (,o(oz)—l /Oa sin(zu)g (u) du,

T 0 T T T

d’ol1, par inégalité triangulaire et majoration de la valeur absolue d’une intégrale :

X

Comme cette derniére expression tend vers 0 lorsque x — + oo, il existe A €]0; 400 tel

que :
€
d —
~(e@l+ [ elau) < 5.

On, a alors, en utilisant la relation de Chasles :

Vo> A, |/01 cos(zu)p(u) du‘ < ‘/Oa cos(zu)p(u) du‘ +‘/al cos(zu)p(u) du‘ <

On conclut :

/01 cos(zu)p(u) du

— 0
r — +00

Il est clair que, de méme :

/01 sin(zu)p(u)du — 0

r — +o00

II.6.b. Soit £ € N.

On a, pour tout z € R, par le changement de variable u = sint, dans le cas, par exemple,
ou k est pair, k = 2p,p € N :

s

2 5
J(k)(l") == /2 sin® £ cos (513 sint + k%) dt
™ Jo

2 2 2 1
= —(—1)1”/2 sin?? ¢ cos(z sint) dt = —(—1)”/ cos(xu)li du.
0

™ 0 ™

2p

V1 —u?

en utilisant 'exemple de Riemann en 1 et le théoréme

L’application ¢ : [0;1] — R, u —> est de classe C'! et intégrable sur [0; 1]

1
car M)mﬁl¢1 w2’

d’équivalence pour des fonctions > 0.
Le cas o1 k est impair se traite de fagon analogue.

On peut donc appliquer 6.a. et conclure :

VikeN, JP(@z) — 0

r — +00

14



PARTIE III

ITI.1.a. Soit p €]0;+4o00[. Notons u : [0;4+00[ — R, = —> u(z) = J(z)e P".
L’application, u est continue sur [0; 400 et, d’apres II 5.a. : Vz € R, |u(z)| < e 7P~
Comme p > 0 est fixé, 'application z — e P* est intégrable sur [0;+oo[, donc, par
théoreme de majoration, 'application u est intégrable sur [0; +oo].

On peut donc définir la transformée de Laplace L de J :

+o00
L:0;+00][ — R, p+— L(p) = / J(z)e P¥ dx.
0

ITI.1.b. On a, pour tout z €]0;400] :

+o0 9 [+ 3
L(p) = / J(z)e P dx = —/ (/ cos(zsint) e P* dt) dz.
0 7 Jo 0
Puisque : V(z,t) € [0;4o00[x {0; g], | cos(zsint) e P*| < e7PT,

. . . ’ 7’ ﬂ-
et que l'application (z,t) — e P* est > 0 et intégrable sur le pavé [0;+o00[x[0; 5],
par théoréme de majoration, 'application (z,t) — cos(z sint) e P* est intégrable sur ce

méme pavé, donc, d’apres le théoréme de Fubini, on peut permuter les deux intégrales

et on obtient : _
2 [z [*° o
L(p) = —/ (/ cos(zsint) e P* daz) dt.
0 0

T
ITI.2.a. Soit (p,z) €]0;+00[x[0; +00].

On a, en passant par les nombres complexes et en manipulant des intégrales de fonctions
intégrables :

/+OO elTsint,—pz 1, /+°° e(_p+isint)x dr = [M] +00 _ 1 _ p+isint
0 0 —p+isintlo —p+isint  p?sin’t’
+o00 D
puis, en prenant la partie réelle : / cos(zsint)e P dr = —————
0 p- +sin“t

ITI.2.b. On a donc, pour tout p €]0;+o0] :

™

2 (> p 2 [T P du
L(p) = _/ At = —/ T 3
m.Jo p*+sin“t [u=tant] T Jo p2+(1— )1-|-u
1+ u?

2 [Fee P 2 [Fee P

= _/ 2 2 2d“:_/ 2 2 5 du
wJo p?(1+u?)+u mJo  p?+(p?+ 1u

= — du = —
mp Jo \/p2+1u)2 iy

p

2 [+ 1 2[p

1+ (
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Finalement :

Vp €]0;+oof, L(p)
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PARTIE IV

IV.1. Puisque z — /z et J sont de classe C™ sur |0; +oo[, par produit, G est de classe
C® sur |0; +oo[, donc, en particulier, G est deux fois dérivable sur ]0;+oo[ et on a, pour
tout z €]0; +o0] :
Glx) = VE T()
1
4 = J! —J
(z) = Va J'(z) + NG (2),
1

G'(z) = vz J"(z) + %J’(x) - @),
o :
G"(@) + (14 45 )Cla) = V() + %J'(az) _ ﬁJ(az) VT + ﬁ,](x)

1
= ﬁ(x,]"(az) + J'(x) + zJ(z)) = 0.
IV.2. Soit 2z un zéro de J dans ]0; +ool.

e Montrons : J'zp) # 0. Raisonnons par absurde : supposons J'(zp) = 0.
D’aprés le théoreme de Cauchy-Lipschitz linéaire, le probleme de Cauchy

Vo €]0;+ool, 4'(s) + 11/ (@) +y(e) = 0

y(20) =0, y'(20) =0

admet une solution et une seule.
Mais J et 0 (application nulle) conviennent, donc J est nulle sur ]0; +oo[, contradiction
évidente.

Ceci montre : J'(z) # 0.

e Supposons par exemple J'(29) > 0, le cas J'(zp) < 0 se traiterait de fagon analogue.

J(z) —J
Puisque 7(2) (z0) —  J'(%) >0, il existe a > 0 tel que :
z— 2 z — 20

J(2) = (%)
zZ— 20

Vz€lzg —ajzo+al—{z}, > 0.

Il en résulte :

{Vz €lzo —a;20[, J(z) < J(20)

0
Vz€lzo;20 +af, J(z) > J(20)=0.

En particulier :
Vzelzg—asz0+a[—{z}, J(z)#0.

On conclut :

‘ Les zéros de J dans |0 ; 4o00[ sont isolés‘
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IV.3.a. Puisque G est continue sur l'intervalle I} et que G ne s’annule en aucun point de
I (par hypothese), d’apreés le théoréme des valeurs intermédiaires, G est de signe
strict fixe sur I}..

IV.3.b. e Puisque G est deux fois dérivable sur ]0; 400, par opérations usuelles, W est
dérivable sur ]0; +oo] et, pour tout = €]0; 400 :

W'(z) = (sinz)G" (z)+(cos £)G' (z)+(sin z) G (z)— (cos )G’ () = sinz(G" (z)+G(z)) = —

En particulier : )
Vo ey, Wi()=—""CG(x),
4z
Comme @G est de signe fixe (large) sur I} et que sin est aussi de signe fixe (large) sur I,

on en déduit que W' est de signe fixe (large) sur Iy, et donc W est monotone sur Ij.

e Ona:
W (k) = — cos(km)G(kn) = (=1)* 1 G(kn)

et
W ((k+ 1)) = —cos (k + D)m)G((k + 1)) = (=D*G((k + 1)7).

e Séparons ’étude en quatre cas selon la parité de k et selon le signe de G sur I.

Par exemple, si k est pair et si G est > 0 sur I, alors, d’apres le calcul de W' fait plus
haut, W est décroissante, et, d’autre part, W(kxr) < 0 et W((k + 1)w) > 0. Il en résulte
clairement que W est nulle sur I.

Les trois autres acs se traitent de facon analogue et aboutissent & la méme conclusion :
W est nulle sur I}.

IV.3.c. On a donc :
Vi€l (sinz)G'(z)— (cosz)G(z) =W (z)=0.
G(z)

L’application U : z — —— est dérivable sur I} et :
sinx

(sinz)G'(z) — (cos z)G(x) _ W (z) -0
sin® z sin® ¢ ’

Vezely, Ulz)=

donc U est constante sur I;..

G(z)
sinzx
On déduit, en utilisant ’équation différentielle satisfaite par G :

11 existe donc A\, € R tel que : Vz € I, = X\, clest-a-dire G(r) = A\gsinz.

Apsinz
472 7

1 1
Vrely, 0=G"(x)+ (1 + E)G(ZE) = —)\gsinz + (1 + @))\k sinx =

d’olt :
Ve el,, Asinz =0.

On en déduit, puisque sin ne s’annule pas en au moins un point de I}, que Ay = 0, d’olt
G(z) = 0 pour tout z € Iy, contradiction avec une hypothese faite plus haut.
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On conclut :

G s’annule en au moins un point de I}
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IV.4 Notons Z = {z €]0;+o0[; J(z) = 0}.

On a déja vu que J ne s’annule en aucun point de [0;1]. On a donc : Z = {z €
[15+00[; J(2) = 0}.

Soit A € [1;4o00[. Montrons que Z N [1;A] est fini.

Raisonnons par 'absurde : Supposons Z N [1;A] infini.

D’apres le théoreme de Bolzano-Weierstrass, il existe alors une suite (uy)g>; dans
Z N [1;A] convergeant vers un élément v de Z N [1;A] et & termes tous distincts de u.

Puisque wuy, k—> u, que J s’annule en les up et que J est continue en wu, il en résulte
o0

J(u) = 0.

Mais alors u est un zéro de J dans ]0;+oo[ non isolé, contradiction avec le résultat

précédent.

Ceci montre que Z N [1; ] est fini.

I1 est alors clair que l'on peut ordonner les zéros de J dans ]0; +o00o[ en une suite (2x)r>1
strictement croissante et de limite 4o0.

IV.5.

k ok ok sk ookok ok sk ok ok sk oskoskok sk osk ok ok sk sk ok ok sk ook ok ok sk ok ok ok ok
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