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I. Etude d’une loi de composition interne dans R4

1. a) e Il est clair que, pour tout (a,b) € (R+)2, a * b existe et a x b € R;. Donc * est une loi de
composition interne dans R .

e La commutativité de * est évidente.

e Soit (a,b,c) € R, )3.

oSia=0,alors: (axb)xc=0xc=0 et ax(bxc)=0x*(bxc)=0.
oSia#0etb=0,alors: (axb)xc=0%xc=0 et a*x(bxc)=ax0=0.
oSia#0etb#0, alors :

ab .
(axb)xc= ab xc= atb _ abe
a+b ab ab + ac + be
+c
a+b
be
be ab+c abc

b pr— pr— = .
ax(bxc) a*bJrc a be ab + ac + be

b+c

On conclut : * est associative.

e Supposons que * admette un élément neutre e € R;. Alors, en particulier : ex 1 = 1, d’ou
e

=1, contradiction.
e+1

Donc * n’admet pas d’élément neutre.

b) Soit (a,b,c) € (R+)3.
e Sic=0, alors (a*xb)c=0et (ac) * (bc) =00 = 0.
eSic#0et (a,b) =(0,0), alors (axb)c=0%xc=0 et (ac) * (bc) =0x0 = 0.

e Sic#0 et (a,b) #(0,0), alors (ac,be) # (0,0), et on a :
(ac)(be) ab

(ac) x (bc) = et be a+bc:(a*b)c.

On conclut : 5
V(a,b,c) € (Ry)", (ax*b)c= (ac)* (bc).



2. Soient n € N —{0,1}, ay,...,a, € R%. Remarquons d’abord qu’on peut utiliser la notation
a1 *...xa, sans parenthésage puisque, d’apres 1., * est associative. Il est clair que, puisque a1, ..., a,
sont tous non nuls, d’apres la définition de la loi *, ay * ... *x a,, n’est pas nul et, par réduction au
méme dénominateur :

1 1 1 Op—1
a1 *..%xa, a1 an on
d’olr :
On
a1 * - % Ay =
On—1
. a
3. e Sia=0,alors a*x---xa=0=—.
n

. By a

e Sia#0,alors, d’apres 2. a*---ka=——7p = —.

na"— n
On conclut : a
VneN" VaeRy, a*x---xa=—
n

4. a) Soient (a,b) € (R+)2, x € Ry. La propriété est immédiate si (a,b) = (0,0). Supposons
(a,b) # (0,0), donc a + b > 0. On a, pour tout y € R:

2b b
ay® + bz — y)? = (a + b)y* — 2bxy + ba* = (a + b) (y2 e + ax2>

+0 +b
b b Y b b \* . ab
— b - _ o 2 2 — b _ 2 )
(a+ )<<y a+bx) <a+b) ‘ +a+bx> (a+ )<<y a+b> +(a+b)2‘”>
On a donc :
Inf (ay® 4 bz?) = Inf (ay® + b(z — y)?) = (a + D) ab x? = ab 22 = (a*b)z?.
(y,2)€ER?, y+z=x yeR (a+0)? a+b

b) e L’examen du cas (a,b) = (0,0) est immédiat. Si (a,b) # (0,0), d’apres 1'étude du a),

la borne inférieure est atteinte si et seulement si y — xz =0. On résout alors le systéme

a+b
d’équations :
yt+z==x

bx
a+b"

Y=
On conclut que I'ensemble des couples (yo, 29) € R? tels que
Yo+20=2
{ (a*b)x? = ay3 + bz
est :
{<ab+ba: aibx>} si (a,b) # (0,0)
{(y, 2z —y)y e R} si (a,b) = (0,0).



II. QUELQUES PROPRIETES DES MATRICES SYMETRIQUES REELLES

1. a) Pour toute S € S,(R), il existe 2 € O,(R) (groupe orthogonal) et D € D, (R) (matrice
diagonale réelle) telles que : S = 2D~

Y1
b) Soit X € M,, 1(R). Notons 27'X =] : |. Ona:
Yn n n
'XSX ='X(2DRHX = (7' X)D(27'X) = A
i=1 i=1
Comme {2 est orthogonale, on a : ‘XX = *(27'X)(27'X) = ny
i=1

On déduit :  *XSX > N\ ' XX.
c)  Soient Y € Im (5), Z € Ker (S). Il existe X € M,, 1(R) tel que Y = SX. On a :

YYZ = YSX)Z = "'X'57 = 'XSZ = 'X(572) =0,

donc Y est orthogonal & Z pour le produit scalaire canonique sur M,, 1 (R).

e D’autre part, en utilisant le théoreme du rang et la dimension de l'orthogonal d’un
sous-espace vectoriel dans un espace vectoriel euclidien:

dim (Im (S)) = n — dim(Ker (5)) = dim(Ker (S))L

On conclut : Im(S) = (Ker(S))L.
d) Soit S € S, (R).
D’apreés le théoréme de réduction pour une matrice symétrique réelle, il existe 2 € O, (R),
D = diag(\1, ..., A\n) € Dy (R) telles que S = 2D~ et ona: Spg(S) ={\i;ic{1,...,n}}.
On a, pour tout X € M,, ;(R):

XSX = 'X(2D"HX = Y27 X)D(R71X).

Comme Papplication X —— 271X est une bijection de M, 1 (R) sur lui-méme, on a :

SeSh — (vx €M, (R), 'XSX > 0) — (w € M,.1(R), 'YDY > o)

= (V(yl,.-.,yn) eR", > Ayl >0).

i=1
Si les \; sont tous > 0, alors, pour tout (yi,...,yn) € R”, la somme des \;y? est > 0.

Réciproquement, si, pour tout (yi,...,yn) € R", la somme des \;y? est > 0, alors, en particulier en
choisissant y; = 1si ¢ =k et y; = 0 si i # k, on déduit, pour tout k € {1,...,n}, que A\x > 0.
On conclut :

S eS8} <= Spp(S) eR,.

On obtient de méme :
SeSHt < Spyp(9) eRL.

e) Pour toute S € S;f *, d’apres le résultat précédent, 0 n’est pas valeur propre de S, donc S
est inversible. On obtient :
St c GL,(R).



2. a)Soit S € S}. D’apres 1. a) et d), il existe 2 € O,(R), D = diag (\1,..., \,) € D,(R)
telles que S = DN ' et : Vi e {1,...,n}, X\ > 0. Considérons A = diag (v A1, ...,/ n) et
R=0AN"' Ona:

e ‘R=YNANYH = 'IAYQ = QAN = R, donc R € S, (R)
e Spp(R) = {V/Ai; 1 <i<n}CRy, donc, puisque déja R est symétrique, d’apres 1. d), R € S
e R2= (AN )2 =A% 1 =0DN 1 =5
b) Soient S € S} et X € M, ;(R).
e Si SX =0, alors *XSX = 0.
e Réciproquement, supposons *XSX = 0. D’aprés a), il existe R € §F telle que S = R?. On a :
EXSX =0 <= 'XR’X =0 < "(RX)(RX)=0 < RX =0 = SX=R’X=0.

On conclut :
XSX =0 < SX=0.
3. Soit (4,B) € (S})%
a) ® On a, pour tout X € M, 1(R) :
AX =0
X € Ker (A) NKer (B) < — (A+B)X = AX+BX =0 <= X € Ker (A+DB).
BX =0
On a donc :
Ker(A) NKer (B) C Ker (A + B).

e Réciproquement, soit X € Ker(A + B). On a (A + B)X = 0, donc "*X(A + B)X = 0.
Mais :
‘X(A+B)X = "XAX + *XBX, ‘'XAX>0, ‘XBX >0,

donc *XAX =0et *XBX = 0, puis, d’apres 2.b), AX = 0et BX =0, donc X € Ker (A)NKer (B).
On obtient : Ker (A + B) C Ker(A) N Ker (B).

Finalement :
Ker (A + B) = Ker (A) N Ker (B).

b) En utilisant 1. ¢), le résultat précédent, le théoréme du rang et une formule sur la dimension
du supplémentaire orthogonal d’un sous-espace vectoriel d’un espace euclidien, on a :

Im (A+B) = (Ker (A—f—B))L = (Ker (4) ﬂKer(B))L = (Ker (A))L—&—(Kelr(B))L = Im (A)+Im (B).

4. Puisque S est symétrique : *XSY = 'Y SX. Puis, comme SX = SY, on a:
PXSX =tXSY = 'YSX = 'Y SY.

5. a) On a, pour tout H € M,, 1 (R):
F(Xo+H) = "(Xo+H)S(Xo+H)—2'U(Xo+H) = *XoSXo+2 ' XoSH+ ' HSH—2'UXy—2'UH
= 'X0SXo —2'UXo + "HSH = f(X,) + "HSH.
b) D’apreés a), puisque S € S
VH € M, 1(R), f(Xo+H) > f(Xo).

Puisque l'application H — Xy + H est une bijection de M,, 1(R) sur lui-méme, ceci montre que
f admet une borne inférieure et que celle-ci est atteinte en Xy (au moins).



III. EXTENSION DE LA LOI * A DES MATRICES SYMETRIQUES POSITIVES

1. a)DapréesIL. 3. b), Im(A + B) = Im (A) + Im (B), donc Im (B) C Im (A + B). En notant
(Eq,...,E,) la base canonique de M,, 1 (R), on a :

Vie{l,..,n}, BE;€Im(B)CIm(A+ B).

Pour chaque i € {1,...,n}, il existe donc F; € M,, 1(R) tel que BE;, = (A + B)F;. Notons M la
matrice carrée d’ordre n formée par la juxtaposition des colonnes Fi, ..., F;, dans cet ordre. On a
alors:

B =BI, = (A+ B)M.
b) Soient M', M" € M,,(R) telles que B = (A+ B)M' = (A+ B)M".

On a:
) (A+B)(M' —M")=(A+B)M' — (A+ B)M" = 0.

Notons, pour i € {1,...,n}, C; la i-éme colonne de M’ — M". On a donc :
Vie{l,..,n}, (A+ B)C; =0,
d’on, en utilisant 11 3. b) :
Vie{l,..,n}, C;eKer(A+ B)=ZKer(A) N Ker(B) C Ker (A)
donc :
Vie{l,..,n}, AC; =0,
puis A(M' — M") =0, et finalement AM’ = AM".
Ceci montre que le produit AM ne dépend pas du choix de la matrice carrée M telle que
B=(A+B)M.
¢) Avec les notations précédentes, on a:
‘MB = tM((A+B)M) ='M(A+B)M
d’ou :
BM = t(tMB) = t(tM(A—&—B)M) ='M(A+ B)M,
ce qui montre que *M B est symétrique et que *MB = BM.
Ensuite : AM = (A+ B)M — BM = B— BM € S, (R).

d) e Si A et B sont inversibles, comme A et B sont dans S;, alors A et B sont dans S,
donc A+ B € ST puis, d'apres 11 1. ¢) : M = (A+ B)"!'B, donc M est inversible, et enfin
Ax B =AM est inversible.

e Réciproquement, si A * B est inversible, comme A * B = AM, A est inversible et M aussi,

donc, puisque B = (A + B)M, B est inversible.

e) On suppose ici n = 1. Soient a,b € R, , A = (a), B = (b) € S7 € M, (R).
Si (a,b) # (0,0), alors :
ab
a+b

o d’apres [ : axb=

¢ A+BeGL(R) et AxB = A(A+B)"'B = (a) (aib> (b) = (a‘fb).

Si (a,b) = (0,0), alors a * b = 0, et avec les notations précédentes, M =0, Ax B =AM = 0.

Ainsi, la définition du III 1. généralise celle vue en I.



f) On cherche une matrice M carrée d’ordre 3 telle que B = (A+B)M. En notant M =

SESIES
N8

on se ramene a un systeme d’équations :

3x+y+2z=1

31 2 z z z 1 1 1
B=(A+BM = 1 3 2 y vy ¢ |=1111 — (r+3y+2z=1
! 1
2 2 2 z Z z 1 1 1 %+ 2+ 22 = 1
Une solution est :
0 0 O
M={10 0 0],
1 1 1
2 2 2
d’ou
2 0 1 0 0 O % % %
AxB=AM=10 2 1 o0 ol]l=1(3: % 1
1 1 1 11 1 i i i
2 2 2 2 2 2

2. a) Soient (4, B) € (S;)°, X € M,,1(R).
Considérons I'application f : M, 1(R) — R définie par :
VY € M, 1(R), f(Y)="YAY + (X -Y)B(X -Y).
On a, pour tout Y € M,, 1 (R):
f(Y)="'"YAY + 'XBX — *XBY — 'YBX + 'YBY = 'Y(A+ B)Y —2%(BX)Y + ‘XBX.

D’aprésI113. b): BX € Im (B) C Im (A+ B). On peut donc appliquer le résultat de IT 5. : f admet
une borne inférieure et celle-ci est atteinte en tout point ¥y de M, 1(R) tel que BX = (A + B)Yj.
Notons M une matrice carrée d’ordre n telle que B = (A + B)M; on a alors Ax B = AM.

Ainsi : (A+ B)MX = BX, donc on peut choisir Yy = M X. On a alors :

f(Yo) = "Yo(A+ B)Y, — 2%(BX)Yy + "XBX
='X'M(A+B)MX —2'XBMX + 'XBX = ‘X (*M(A+ B)M — 2BM + B)X.

Mais on a vu BM = *MB = *M(A + B)M, d’ot :
*M(A+ B)M —2BM + B = AM = A B.

Ainsi :
f(Ye) = "X (A% B)X.

On conclut :

'X(A*B)X = _Inf (‘VAY + 'ZBZ),
Y+Z2=X

et cette borne inférieure est atteinte.



b) Soit (A, B) € (S:{)z. On a alors :
V(Y,Z) € (M,1(R)), 'YAY + *ZBZ >0,
d’ot1, en utilisant le résultat précédent :
VX eM,1(R), "XAX >0,
ce qui montre que A x B, qui était déja symétrique, est symétrique positive.

3. a) e D’apres ce qui précede, la loi * est une loi interne dans S

e Soit (A,B) € (S:{)2. Il est clair que, dans le résultat de 2., on peut échanger Y et Z, et il
s’ensuit que la loi * est commutative.

e Soit (4, B,C) € (Si)g. On a, en utilisant le résultat de 2., pour tout X € M, 1 (R):

‘X((A*B)xC)X

mf  ('"Y(A+B)Y + 'ZC2)
(Y,2),Y+Z=X

n ( Inf ((tUAU+ YWBV) + tZ(Jz)>
(Y,2), Y +2Z=X \(U,V),U+V=Y

= Inf (‘UAU + "VBV + *2C2Z)
(UV,Z2)U+V+Z=X

Inf ( Inf (‘UAU + (‘VBV + tZCZ)))
(UW), U+W=X \(V,Z),V+Z=W

Inf (‘UAU + "W (B*C)W) = 'X(Ax(B*(C))X.
(UW), U+W=X

On déduit : A% (B*C) = (A B)*C et on conclut que la loi * est associative dans S

b) Soit (A,B) € (S;)Q. Par définition de A x B, on a A+ B = AM ou M est telle que
B=(A+B)M.

e Puisque A* B =AM, on a Im (A x B) C Im(A).

Comme # est commutative, il en résulte que Im (A * B) = Im (B * A) C Im (B), et donc :

Im (A% B) C Im(A4) N Im (B).

eOna: AxB="AxB)="(AM) = *MA, donc Ker(A) C Ker (A x B).

Par commutativité de *, on a alors Ker (B) C Ker (A x B), et finalement :

Ker (A) 4+ Ker (B) C Ker(A x B).



4. Soit (A, B) € (S;D2 tel que A+ B € S;T.
D’apres 11 1. e), A + B est inversible, donc, avec les notations de IT1 1.: M = (A + B)~!B, puis :

AxB =AM = A(A+ B)"'B.
Puisque la loi * est commutative, on a aussi :
AxB=BxA=B(B+A)'A=B(A+B) A
Puis :
B(A+B)'A= ((A+B)-B)(A+B) 'A = (A+B)(A+B) 'A-A(A+B) 'A= A-A(A+B) A,
et enfin, en échangeant A et B:

A(A+B)"'B=B-B(A+B)™'B.

5. a)Soit (A, B) € ST x S, Alors A est inversible (cf. IT 1. e)), donc :

AxB=A(A+B) 'B=A((I, + BAT)A)"'B=AA"Y(1,+ BA )" 'B= (I, + BA )B.

b) Soit (A, B) € (SI+)2. Alors A et B sont inversibles et :

AxB=(L,+BA)'B=(B(B'+A4") 'B=(A"+B7)".

6. Ona: A+ B=diag (A1 + f1,...; Ay + fin). Soit i € {1,...,n}; notons :

Hi
my = 4 Ai T Hi

0 si A+ p; =0,

sio Aj4pi #0

et considérons la matrice diagonale M = diag (my, ..., m;). On a alors :
Vi e {1, ...,n}, ()\1 + ui)mi = Wi,
donc :
(A+ B)M = B.

D’apres IIT 1. :
Ax B =AM = diag (A\1mq, ..., \nmy,).
Mais on remarque :

Vie {].7 ...,TL}, Ay = N\ * i

on conclut :
Ax B =diag (A1 * ft1, ooy Apy * fip)-



7. a)Soit X € M,,1(R). D’apres I 5. a) :
tXAX) x (Y XBX) = Inf CXAXIN + (P X BX)u?
( ) ( ) (A,u)eRg Nt (( JAT =+ ( u?)

= et (COX)ANX) + (1) B(iX))

> Inf _ (‘YAY + 'ZBZ) = *X(A* B)X,
v.2)e(M,.(®) ", Y+2=X

car AX + uX = X est un cas particulier de Y + Z = X.
b) Appliquons le résultat précédent aux matrices A = diag (aq,...,a,), B = diag (b1, ...,by) et
au vecteur X de coordonnées toutes égales a 1. On obtient :

CXAX = Zn:a *XBX = Zn:bi, ‘X(AxB)X = Zn:(ai % b;)
=1 =1

i=1

i(ai %) < (Zﬁ?) * (ib> .

i=1 i=1
¢) Soit X € M, 1(R).

Soit (Y, Z) € (M, 1(R))? tel que Y + Z = X.

On a, d’apres III 2. :

PX(AxC)X < 'YAY 4 tZCZ
tX(B* D)X < 'YBY + 'ZDZ,

d’on :
' X(AxC)X + 'X(B+xD)X < 'YAY 4 'ZCZ + *YBY + *ZDZ.

D’apres la définition d’une borne inférieure et le résultat de III 2., on a donc :

"X (AxC)X + "X (B+D)X < N L ("Y(A+B)Y+'Z(C+D)Z) = *X ((A+B)*(C+D))X.
Z),Y +Z=

d) Soit (4, B) € (S;)*.
Notons (E1, ..., E,) la base canonique de M, 1(R) et, pour tout ¢ € {1,...,n}, a; =* E;AE;,
b; =' E; BE;. Ainsi, a; (resp. b;) est le i-me terme diagonal de A (resp. B). On a :

n

tr(A) = Za tr (B) = Zb tr(A*B) =Y (a;*b;)

i=1
et les a; et b; sont tous > 0, donc d’apres b) :

tr (Ax B) < tr(A) xtr (B).



8. a)Soient \,p € Ry, X € M, 1(R) — {0} tels que AX = AX et BX = uX.
1l existe M € M,,(R) telle que B = (A + B)M, et, par définition, A* B = AM € S;.

On a: ‘M(A+B)="*((A+B)M)="B=B,
d'ou: *M(A+ B)X = BX, et donc (A+ pu)*MX = pX.
e SiA+pu#0, alors "MX = LX, et donc :
A+
(Ax B)X = (AM)X = "(AM)X = ("MA)X = "M(AX) = \'"MX = )\%X,
i

ce qui montre que X est vecteur propre pour A x B, associé a la valeur propre \ x u.
e Si A+ pu=0,alors, comme A >0et p>0,onaA=pu=0,dou:
(Ax B)YX = AMX = "(AM)X = (*"MA)X = "M(AX) =0,
ce qui montre que X est vecteur propre pour A * B, associé a la valeur propre 0, qui est d’ailleurs
ici A * .
On conclut que tout vecteur propre commun a A et B est vecteur propre de A x B.
b) 1re méthode
Par définition de v, il existe X € M,, 1(R) — {0} tel que (A* B)X =vX.
Drapres 111 2., il existe (Yo, Zo) € (M, 1(R))” tel que :
Yo+ Zo=X
{ tX(Ax B)X = YYyAYy + *ZgBZ,.
D’apres IT 1. b), on a :
YoAYp = A 'YoYo
{ tZ0BZy > n'ZyZy.
D’ou :
VXX ="'"X(AxB)X = "YyAYy + *ZoBZy > N'Yo Yy + 1t Zo 2.
D’autre part, d’apres I 4. a), en notant N = ViXX,ona:

A XX =(\xp)N? = Inf Ay 2).
(A ) (A ) (W)GR;}ﬁZ:N( y? + p2?)

1 1
Or, le couple (yo =% Yo X, zo = NtZOX satisfait 1 yo+z0 = & "(Yo+Z0)X =  "XX = N.

On a donc, en utilisant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

%(A(%X)Q + ("2 X)?)
1

gm

M) ' XX < Ny + pzg =
(A("YoYo) ("X X) + u(*Z020) (' X X)) = A Yo Yo + p* Zo Zo.

On a prouvé ainsi : v*XX > (A u)*XX et, comme *XX > 0, on peut simplifier et conclure :
V=AU
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2¢ méthode

Si A ou B n’est pas inversible, alors A = 0 ou p = 0, donc A * u = 0, et, comme v > 0, 'inégalité
voulue est triviale.

Nous pouvons donc supposer A et B inversibles, c’est-a-dire, puisque A et B sont déja symétriques
positives:
AecStT BeStt.
1 1 —1 —1 9 AN

Alors X (resp. —) est la plus grande valeur propre de A=+ (resp. B™1), d’oli, comme en IT 1. b),
pour tout X € M,, 1 (R):

ty 4—1 Ly t -1 Ly

XA XgXXX et XB7X £ -'XX.

I

D’autre part, d’apres III 5. b) :
(AxB)"'=A"14+B7",

d’olt, pour tout X € M,, 1(R) :

11 1
X(AxB) ' X = '"XAT' X +'XB7'X < (- +~ ) 'XX = tX X,
A Ak

1l en résulte facilement, puisque (A + B)™' € S+ :

Sp((A = B)_l) C }0; ﬁ}

1
Enfin, il est immédiat que, pour toute matrice M € GL,(R), Uapplication A — X est une
bijection de Sp(M) sur Sp(M 1), d’ou :
Sp(Ax B) C [Ax p;+o0],

ce qui montre :
vz Ak

(1) (Y

On aalors: A,B € S; A+ B=3 € S;H', donc :

- 1/1 0 2 0 1/2 0
wepauenm- L3 0) (2 0) 1 (2 0)

2

¢) Prenouns :

1
Ainsi : A=1, uw=1, v= A*u:1*1:§,

3 K
donc, dans cet exemple : V> Ak .

kK ok ok ok ok sk ok k ok ok ok k ok ok ok ok sk kK kR k ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok ok
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