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PARTIE 1
I.1.a. Par lecture de la matrice J, on a :
‘ vie1) =0, wv(e) =er, ...,v(en)=en1 ‘
T1
I.1.b. e Soient z € K", X =Matg(z)=| : |.Ona:
Tn
T2 = 0
zeEKer(v) < v(r)=0 < JX =0 < : ,
Tn =0
donc :
| Ker (v) = Vect (e1). |
eOna:

Im (v) = v(K™) = Vect (v(e1),...,v(en)) = Vect (0, €1, ...,en—1) = Vect (€1, ..., en—1).

‘ Im (v) = Vect (e, ..., €n_1) ‘

e Puis, comme rg () = dim (Im (v)), on conclut :

rg(v)=n-—1
I[.2. On a:
-2 1 0 0
0 -x 1 (0 :
xsgA)=det(J-=AL,)=|¢9 o —x "-. o |=CEN"
2 (0) B
0o ... 0 =X
) = (="




I.3.a. ¢ On a:

0 0 1 0 0
0 0 0
0 0 0 (0) .
JO _ In; Jl _ J, J2 _ 0 0 0 0 , ,Jnfl — (0) 0 ,
: 1
:(0) 0 0 0
0 0 O

J" =0, puis J¥ = 0 pour tout k& > n.
o Il est alors clair que : J*»™' # 0 et J® = 0, donc J est nilpotente d’indice n.

e Il est immédiat, comme en 1.b., que, pour tout k € N*, avec les conventions Vect (eq, ..., ex) = K™
et Vect(ey,....,en—) ={0} pour k >n+1:

‘ Ker (v*) = Vect (e1,...,ex), Im (v*) = Vect (e1,...,en_p) ‘

Qo ay (15)] cee Qp—1
n—1 0 a . :
e Soit (ag,...,an—1) € K™ tel que : Zak.]k = 0. On a alors 0 0 a - a» =0,
k=0 . . .
S (1) T 1
0 e e 0 agp
donc ag =0, ...,an,_1 =0, et on conclut que la famille (I,,, .J, ..., J" 1) est libre.

e Puisque J™ = 0, le polynéme X™ est annulateur de J, donc, d’apres le Cours : 7y | X™.

D’autre part, comme (I, .J, ..., J""!) est libre, aucun polynéme de degré < n — 1, autre que le
polynéme nul, n’est annulateur de J, ce qui montre : deg (7;) > n.

Enfin, on sait que 7; est unitaire.

On conclut :

I.3.b. Soit ¢ € N —{0,1}.
Supposons qu’il existe M € M,,(K) telle que M9 = J.

Alors: M = (M%)" = J® =0, donc M est nilpotente. Il en résulte que M"™ = 0, car le polynéme
minimal de M est de la forme X*, k € N* et est de degré < n. Mais (M?)"~! = J»~! +£ 0, donc
g(n — 1) < n —1, puis, comme n > 2, on déduit ¢ < 1, contradiction.

On conclut que ’équation MY = J, d’inconnue M € M, (K) n’a aucune solution.

I.3.c. Cherchons une solution particuliere M de la forme M = aJ + bJ?, (a,b) € R?. On a :

M4+ M? =] < aJ +bJ>+ (aJ +bJ*)? =J < aJ +bJ> +d’J* =]
{a:l {a:l
<~
b+a?>=0 b=—1.

Ainsi, M = J — J? est solution de 'équation M + M? = J.



I.4.a. e Il est clair que I,, J, ..., J® ! commutent avec .J, donc toute combinaison linéaire de ceux-ci
commute avec J, d’out : Vect (I,, J, ..., J" 1) C C(J).

e Soit A € C(J). Notons f (resp. v) 'endomorphisme de K™ représenté par A (resp. J) dans la
base canonique B = (e, ..., ;).

On a:
AeC(J) <= AJ=JA << fov=vof < Vie{l,..,n}, vo f(e;) = fov(e).

On a alors : v(f(e1)) = f(v(e1)) = f(0) =0, donc f(e1) € Ker (v) = Vect (eq).
Il existe donc a; € K tel que f(e1) = aje;.

Puis : v(f(e2)) = f(v(e2)) = f(e1) = arer = arv(e2) = v(ases),

donc f(ez) — ares € Ker (v) = Vect (e1).

Il existe donc as € K tel que : f(e2) — ajes = azey, d’ott : f(e2) = ajes + ase;.

Supposons f(ex) = arex + - -+ + ager pour k fixé. On a alors :

v(f(er+1)) = f(v(ersr)) = fler) = arex + -+ ager = v(arepsr + - + ages),
donc :
fler+1) — (@repy1 + - - + ares) € Ker (v) = Vect (eq).
1l existe donc apy1 € K tel que : f(epy1) — (@repr1 + -+ + ages) = agrier,
d’ott : f(egs1) = areps1 + -+ + agrie.

On obtient alors :

ax as O ¢ 7%
0 . . :
A= :a11n+a2.]-|--I-anJTklEVeCt(In, J, ,Jnil)
0 - oa
0 e 0 ay

On conclut :

| C(J) = Vect (1, J, ... J" )|

I.4.b. e Soit A € C(J). Comme C(J) = Vect(I,, J, ..., J*~1), A est combinaison linéaire de
puissances de J. Comme les puissances de J commutent deux & deux, A commute avec toute
combinaison linéaire de puissances de J, donc A € C (C (J)).

e Réciproquement, soit A € C (C (J )) Alors A commute avec toute combinaison linéaire de puis-
sances de J, donc en particulier A commute avec .J, donc A € C ().

On conclut :




I.4.c. Notons g ’endomorphisme de K™ défini, sur la base B = (eq, ..., e, ), par :

gler) = ez, glea) =...=glen) =0,

et notons A = Matp(g).
On a:

g(v(ez)) =gler) =ex et v(g(ex)) =v(0) =0,
donc gov # vo g, donc A ne commute pas avec J.

Mais : gov?(e1), gorvi(es), ...g0v%(en), v?ogle), v?og(es), ...v% o g(e,) sont tous nuls,
donc gov? =v20g =0, g et v commutent, A et J> commutent.

Ainsi: A€ C(J?) et A¢ C(J),dou:

EEREXI]

I.5.a. On a, pour tout i € {0, ...,n}, avec la convention Vect (e1,...,e;—1) = {0} pour i =0 :
v(F;) = V(Vect (€1 ey ei)) = Vect (1/(61), ...I/(ei)) = Vect (eq,...,ei—1) = F;_1 C Fj,
donc F; est stable par v.
I.5.b.1) Considérons I’endomorphisme h de F' induit par v sur F.
Puisque v =0, on a h™ = 0, donc h est nilpotent.
On a: Ker(h) = Ker (v) N F C Ker (v) = Vect (e1).
Si Ker (h) = {0}, alors h est bijectif, et nilpotent, donc F' = {0}, exclu.
Donc Ker (h) # {0}, d’ott Ker (h) = Vect (e1).
Ceci montre e; € Ker (h) C F.

Ainsi, ’ensemble {z €{l,...,n};e € F} est une partie non vide de {1,...,n}, donc admet un plus
grand élément, noté k.

On adonc e, € F et egy1,....,en ¢ F.
I.5.b.2) e Puisque e; € F et que F est stable par v, on a :
ex—1 =v(ex) €EF, eyro=v(ex_1) EF, ..,es =v(e)€F.
Dot : Ker (v¥) = Vect (ey, ...,ex) C F.

e Puisque e 1 ¢ F et que ex1 € Ker (vF1), on a : Ker (v*+!) ¢ F.
De plus : Ker (v*) C Ker (v¥*1). Dot :

Ker (/) ¢ Ker **1) N F S Ker (vF+1).
Comme Ker (v*) = Vect (ey, ..., ex) et Ker (v¥t1) = Vect (eq, ..., ex41), il en résulte :
Ker (/%) = Ker (v**1) N F.

Puis :
Ker (h*) = Ker (v*) N F = Ker (v**1) N F = Ker (h**1].

Il s’ensuit classiquement que la suite (Ker (h?)) est constante égale & Ker (h¥). Mais, comme h

pzk
est nilpotent, pour p assez grand, Ker (h?) = F. D’ou : Ker (h¥) = F, puis :

F = Ker (h*) = Ker (v*) N F c Ker (%) C F.

Finalement :
F = Ker (v*) = Vect (ey, ..., e1,) = F.



I.5.c. On conclut :

‘ Les sev de K™ stables par v sont Fy, ..., F,

I.6.a. Notons ¢ ’endomorphisme de K™ représenté par P dans la base canonique B = (e, ..., €,).
eOna:Vie{l,..,n}, v(e;) =ent1-i. D'ou:
Vie {17 ...,TL}, @ o @(el) = @(en+1—i) = €nt1—(n+1—i) = €,
et donc o =Idg, dotr : P2 =1,.
e Notons 8 I’endomorphisme de K™ représenté par '.J dans B. On a donc :
f(e1) = ez, ...,0(en—1) = €n, B(e,) =0.
D’ou :
pov(e) =¢(0) =0 et fogp(e) =0(en) =0,
et, pour tout ¢ € {2,...,n} :
pov(e) =yp(ei—1) = €nt1—(i—1) = Ent2-i, €t 0o p(e;) =0(ens1-i) = €(n+1—i)+1 = Ent2—i-

Onadonc: Vie{l,..,n}, pov(e;) =0op(e;),
d’on, puisqu’il s’agit d’endomorphismes : ¢ ov = 0o ¢, et donc : P.J = *JP.

I.6.b. D’apres a., P2 =1, donc P est inversible et P~! = P, et on a *J = PJP !,

On conclut :

I.7.a. e La matrice @ est diagonale et a termes diagonaux tous non nuls, donc, d’apres le Cours,
@ est inversible, c’est-a-dire Q € GL, (K).

e Notons v ’endomorphisme de K™ représenté par L dans B. On a donc :
Yler) =0, ole2) =arer, ..., Y(en) = an—1€n_1.

Notons u ’endomorphisme de K™ représenté par () dans B. On a donc :

uler) =ay - ap—1e1, ulex) =as- - apn—1€3, ..., ulep_1)=an—1€n—1, u(ey)=en.
D’ou :

uowv(er) = U(V(el)) =u(0)=0 et touler) =v(ar---an1e1)=ay- -a, 19(e1) =0

et, pour tout ¢ € {2,...,n} :
uov(e;) =u(ei—1) = ai—1- - an-1€i-1

et You(e) =1(ai--an_1€) = a; - an_19(€i) = ai - Ap_10;-1€i—1 = Qi1 Ap_1€;_1.

On a donc :
Vie {17 "'an}a u o 7/(67;) = w 0 u(ei)a

d’on, puisqu’il s’agit d’endomorphismes : uwov =1 ou, et donc : QJ = LQ.



I.7.b. Puisque QJ = LQ et que Q est inversible, on a L = QJQ . On conclut :

L~J

010
I.7.c.1)D’apres 7.b.,avecn =3, a; =2 # 0, as =3 # 0,lesmatrices | 0 0 1 | et
0 00

o O O
O O N
o w o

sont semblables.

I.7.c.2) Les rangs des matrices envisagées sont respectivement égaux & 2 et 1, donc différents, donc
0 1 0 0 2 0
les matrices [ 0O O 1] et | 0 0 O ]| nesont pas semblables.
0 0 O 0 0 O

I.8.a. On peut supposer N > n — 1, quitte & rajouter des termes nuls dans P. On a alors :

ap aq as e Qp-—1
N n—1 0 Qo aq S :
P(J)zZaka=Zaka= 0 0 ao as
k=0 k=0 . . .
(0) om
0 . 0 ao
I.8.b. On a : | | |
L g 3 =11
+o0 1 n—1 1 0 1
J _ — 7k _ — 7k _ .
DI EAEDBIEAS e
k=0 k=0 .
L (0) L g
0o ... 0 1



PARTIE II A

IT.A.1. On a :
0 1 01 0
Ji = (0), J2=<0 0), Js=10 0 1],.
0 0 O
d’ou :
J:diag(JN,...,JN, JNfl,...,JNfl, JN,Q,...,JN,Q, cey J2,...J2, Jl...Jl),
-_ ~ RN ~ J/ ———— N——
N YN -1 YN -2 72 71
J? =diag (Jn 15y IN -1, IN 25y IN—2y IN-3yev s IN-3y ovey Jiyeeay Ji, 0,...0),
N RN RN -~ _ —— N —
IN YN -1 YN -2 2 71
J3 :diag(JN,Q,...,JN,Q, JN,3,...,JN,3, JN,4,...,JN,4, ey 0,...,0, 0,...,0),
~ ~ RN ~ /. v/ N N —
YN YN -1 YN -2 Y2 Y1

Jk = diag(JN—k-i-l,---,JN—k-i-l,:]N—k,---,JN—kJ, :]N—k—la'-'aJN—k—lj ceey 0,...,0 0,...,0),

~~ ~~ ~~ S——
YN YN -1 YN -2 Y2 Y1
JN-L = diag (Jo,... 5, 0,...,0,0,...,0,...,0,...,0,0,...,0),
N et N e N e’ N N —
YN YN -1 YN -2 Y2 Y1
JN =0
II.A.2. On a :
rg(J1) =0, rg(h)=1, .., g(JY=k—-1, .., rg(Jy)=N-1.

Il est connu que le rang d’une matrice diagonale par blocs est égal & la somme des rangs des blocs
diagonaux, donc, pour tout k € {1,...,N}:

N

rg (V) = g (J*) = Ynrg (IN-ks1)FIN178 (IN—p)+ -+ rporg(Ta) Hyprarg (Bo) = D (i=k)v.
i=k+1



PARTIE IT B

II.B.1. eIl est clairque: O' =0, J>=0, A2=0, B?>=0, donc O, J, A, B sont nilpotentes.

e Notons a (resp. (b) 'endomorphisme de R?® représenté par A (resp. B) dans la base canonique
B = (e1, e, e3) de R3. On a alors :

a(er) =0, a(ex) =ey, ales) =0, b(e;) =0, blex) =0, b(es) = eo.
Notons ¢ I’endomorphisme de R* défini par :
pler) = ez, plez) =e3,  ples) =e1.
1l est clair que ¢ est bijectif et on a :
poaler) =p(0)=0 ot bop(er) = blez) =0,

poalez) =yp(e1) =ex et boyp(ez) =b(es) = e,
poa(es) = p(0) =0 et bop(es) =bler) =0,
donc: poa=boyp, b=gpoaoyp !, donc A~ B.

e Comme rg (0) =0, rg(A4) =rg(B) =1, rg(J) = 2, les matrices O, J, A sont deux & deux non
semblables.

I1.B.2. On applique le résultat admis en IL.A. pour exprimer un représentant de chaque classe de
similitude des matrices nilpotentes de Mg(R).

1l s’agit des matrices diagonales par blocs suivantes :
(Jﬁ)a (J57J1)7 (J47J2)7 (J47J17J1)7 (J37J3)7 (J37J27J1)7 (J37J17J17J1)7
(J27J27J2)a (J27J2a‘]1a‘]1)a (JQaJlaJlaJlajl)a (Jla‘]lajlajlaJl’Jl):O'

La réponse est donc : [ onze].
I1.B.3.a. On calcule A2, 43, A% :

A A A
70 100\ ,0 100\ 70 100
0 01 0 0 010 0 010
10 0 1 10 0 1 10 0 1
0 1 0 0 0 1.0 0 0 1.0 0
0 1.0 0 0 01 0 10 0 1 000 0
0 01 0 100 1 0 00 0 000 0
100 1 0 0 0 0 0 00 0 000 0
0 1 0 0 0 01 0 10 0 1 0000
) pe As pe
d’ott :
At =0



II1.B.3.b. ¢ On a:

0 0
0 0
Ue=¢€1=1| 51> uz = f(es) = e3 = 1]
1 0
0 1
2 1 3 0
uz = f*(es) = fles) = ez = A E up = f(es) = fle2) =e1+e4 = 0
0 1
D’oti la matrice de la famille & = (u1, us, us, us) dans B = (e, €2, €3, €4) :
10 00
0 1 .00
Mats@) = | 5 o 1 ¢
1 0 01
Puisque cette matrice carrée est triangulaire (inférieure) et a termes diagonaux tous non nuls, elle

est inversible, donc U/ est une base de R*.

La matrice de passage de la base B & la base U est la matrice de la famille I/ dans la base B, vue

1 0 0 O
. 01 00
ci-dessus : P = 00 10
1 0 0 1

e On calcule P! :

€4 = Ug, €3 =1U3, €2 =1U2, €1 =1U]l —€4 =Ul — Uy,

1 0
[ —1 __ 0 0
dou: P = 0 1
0

= o O O

0

1

0
-1 0
Puisque f est représenté par A dans B, que f est représenté par J dans U et que P est la matrice
de passage de Bal{,ona: A= PJP L

On peut d’ailleurs contréler ce résultat en effectuant les produits matriciels :

J pt
0100\ /1 00 0\
0010 0 1.0 0
000 1 0 0 1 0
000 0 100 1
1000 0100 0 1.0 0
010 0 0010 0 0 1 0
001 0 000 1 100 1
100 1 0100 0 1.0 0
;; I;tr] PJPleA



-1 1 1 0
0O -1 0 1
I1.B.4.a. Le calcul de B? est immédiat : -1 2 1 -1
0O -1 0 1
-1 1 1 0 00 00
0O -1 0 1 0 0 0 O
-1 2 1 -1 0 0 0 O
0O -1 0 1 00 00
B B>
On conclut : B2=0
II.B.4.b. ¢ On a :
-1 1 1 0
=glen) = | —a=[o] m=ge=| ] w=e=|
v =gle1) = 1> Vg =€ = ol Uz = glez2) = 9 y U4 =62 = 0
0 0 -1 0

On calcule le déterminant de la matrice de la famille V relativement & la base B, en développant,
par exemple, par rapport a la 4e ligne :

-1

o 0 41| |rno
det (Matp(V) = 10 2 ol=|0 0 1]==1#0,
0 0 -1 0 -1 00

donc V est une base de R*.

La matrice de passage de la base B a la base V est la matrice carrée de la famille V par rapport a
la famille U :

-1 1 1 0
0 0 -1 1
Q= -1 0 2 0
0 0 -1 0
e On calcule Q' :
Uy = —e| —e3 €1 = U2
Uy = €1 €2 = Uy
<~
us =e; — ez +2e3 — ey €3 = —Up — €1 = —U — U2
Uy = €y €4 = Uz — Uy +2(—up —ug) —uz = —2u; — Uz — Uz — Uyg.
D’ou :
0 0 -1 =2
_ 1 0 -1 -1
1 _
@ = 00 0 -1
01 0 -1

On peut d’ailleurs controler QQ ' = 1.

On calcule les g(v;) :
g(v1) = g(gler)) = g*(e1) =0, g(v2) = gle1) = v1,

g(v3) = 9(9(62)) = 92(62) =0, g(va) = g(ea) = v3.
On en déduit que la matrice de g dans la base V est la matrice K de I’énoncé.

Comme g est représenté par B dans B, que g est représenté par K dans V et que la matrice de
passage de B aVest Q,ona: B=QKQ ', ce quon peut d’ailleurs contrdler en effectuant les
produits matriciels.
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PARTIE III
IIL.1.a. Soit z € C; = Ker ((f — A\;Idg)*'). On a :

(f = Xldp)* (f(z)) = ((f = Xildg)* o f)(x) = (f o (f — AiIde)*)(z) = f(0) =0,
donc f(z) € C;.
Ceci montre que C; est stable par f.
On peut donc considérer I’endomorphisme f; de C; induit par f sur C;.
On note v; = f; — Idg,, qui est aussi 'endomorphisme de C; induit par f — A\;1dg.

III.1.b. e On a, pour tout = € C; :
vi'(z) = (fi = Mlde)" (2) = (f = \ildp)* (z) =0,
donc v} = 0, v; est nilpotent et son indice de nilpotence est > p;.

e Puisque p; est Pordre de multiplicité de A; dans 7y, il existe @ € K[X] tel que :
T = (X — )\i)“iQ et Q()\l) 75 0.

Par définition de ¢, comme (X — X;)#~1Q divise 7s et est de degré strictement inférieur au degré
de 7z, (X — X;)#~'Q n’est pas annulateur de f. On a donc : (f — N Idg)* =" o Q(f) # 0. Il existe
donc z € E tel que : (f — NIdg)*~t o Q(f)(z) # 0. En notant y = Q(f)(z) € E, on a donc
(f = Nildg)* = (y) # 0.

D’autre part :

0= (77()(x) = (f = Mldp)" 0 Q(f)(z) = (f — Mldp)" (y),
donc y € C;.
Ainsi, y € C; et :
v y) = (fi = Aldp)t T () # 0.
Ceci montre : v/~ £ 0.

On conclut que v; est nilpotent et que son indice de nilpotence est ;.

ITIL.1.c. D’apres II.A. (résultat admis), il existe une base U; de C; dans laquelle v; est représenté
par une matrice diagonale par blocs de la forme :

diag(Jm,...,Jui,...,Jl,...,Jl).

IT1.1.d. Comme f; = v; + A\;Id¢,, la matrice de f; dans la base U; est obtenue en rajoutant A;I &
la matrice de v; dans U; et est donc de la forme :

dlag (Juz(Al)v ey Juz(Al)’ ey J1(>\l), ceey J1(>\z))

ITI.2. Puisque 7y est supposé scindé sur K et que 7y est unitaire, on a :

p

mp =X —a)m.

i=1

Comme les polyndmes (X —\;)*#, i € {1,...,p}, sont premiers entre eux deux & deux, on a, d’apres

le théoreme des noyaux :
P

E=Ker((f - 2)") =PCi

i=1 =1

11



D
IT1.3. Comme, pour tout i € {1,...,p}, U; est une base de C; et que E = 69 C;, d’apres le Cours,
i=1
la famille ¢/, obtenue en réunissant les familles U/, ...,U, dans l'ordre, est une base de E.

La matrice de f dans U est de la forme :

dlag (Jul ()\1), cey Jﬂl (Al), ey Jl(Al), ey Jl(Al), ey Jﬂp ()\p), ey Jﬂp(Ap), cey Jl(Ap), ey Jl(Ap))

II1.4. e Supposons A et B semblables et, par exemple, x4 scindé sur K.

Notons f I’endomorphisme de E représenté par A dans une base By. Comme B ~ A, B représente
f dans une base B». Puisque x 4 est scindé sur K, x = x4 est scindé sur K. D’apres le théoreme de
Cayley-Hamilton, 7y | xf, donc 7 est scindé sur K. D’apres le résultat admis en 3., f admet une
réduite de Jordan et une seule, a I’ordre pres des blocs de Jordan. Donc, A et B, qui représentent
le méme endomorphisme f, ont la méme réduite de Jordan, & I'ordre pres des blocs de Jordan.

e Réciproquement, si A et B ont la méme réduite de Jordan J, a ’ordre pres des blocs, alors A ~ J
et B~ J, donc A ~ B.

II1.5. e On forme le polynéme caractéristique x4 de A :

-1-x -2 -3 -3 -3
0 1-Xx 1 0 0
xa) =] 0 0 1-x 1 1
1 1 1 2-x 3
-1 -1 -1 -1 -2-2

“1—A —1-X —1-X —1-X —1-2)\

0 1-A 1 0 0
. = 0 0 1-x 1 1
v—DitLatLe+Latls | 4 . ) 0y 3
-1 -1 -1 -1 —2-A
1 1 1 1 1
0 1=\ 1 0 0
=(-1-X)]|0 0 1-X 1 1
1 1 1 2—A 3
-1 -1 -1 -1 -2-2A
1 0 0 0 0
0 1-2X 1 0 0
Ce—Cy—Ch '—2345(_ ~N| 0 0 1-x 1 1
AR 10 0 1-x 3
-1 0 0 0 1-A
1-X 1 0 0
_ Ciony| O 1A 1 1
développement par rapport & L, 0 0 1-2A 2
0 0 0 1=

=(-1-X?1 =2 =-A=1)*\+ 1~

Ainsi, les valeurs propres de A sont : 1 d’ordre 3, —1 d’ordre 2.
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/

-2 -2 -3 -3 -3
o 0 1 0 O
eNotons M =A-I;=| 0 0 0 1 1 |.Oncalcule M2 et M3 :
1 1 1 1 3
-1 -1 -1 -1 -3
N N
—2 —2 -3 -3 -3\ 2 —2 -3 -3 -3
0 0 1 0 O o 0 1 o0 O
o 0 o0 1 1 o o0 0 1 1
1 1 1 1 3 1 1 1 1 3
-1 -1 -1 -1 -3 -1 -1 -1 -1 -3
-2 -2 -3 -3 -3 4 4 4 3 3 -8 -8 -8 -8 -8
o 0 1 0 O 0o 0 o0 1 1 0 0 0 0 0
o 0 0 1 1 0o 0 0 o0 O 0 0 0 0 0
1 1 1 1 3 -4 -4 -4 —4 -8 12 12 12 12 12
-1 -1 -1 -1 =3 4 4 4 4 8 -12 —-12 =12 —-12 -12
o M> Ve
0
0
On choisit un vecteur V3 tel que M3Vz = 0 et M2V3 # 0, par exemple V3 = 11,
-1
0
0 1
1 -1
puis on définit Vo = AVs = | =1 |, i = A2V3 =AVo = | 0
0 0
0 0
0o -2 -3 -3 -3 0o 4 -8 -9 -9
0 2 1 0 O 0 4 4 1 1
Notons N=A+Iy;=| 0 0 2 1 1 |.Ona:N?*=|0 0 4 4 4
1 1 1 3 3 0 O 0 4 4
-1 -1 -1 -1 -1 0o o 0 0 O
1
0
On choisit un vecteur Vs tel que N2Vs =0 et NVs # 0, par exemple Vs = [ 0 |, puis on définit
1
-1
0 1 0 0 0 1
0 -1 1 0 0 0
Vi=AVs=] 0 |. Ennotant P=(V; Vo V3 V4, Vs)=|[ 0 -1 1 0 O
1 0 o -1 1 -1
-1 o o0 0 1 -1
110 0 O
011 0 O
et J= <J?é)1) J ((0)1)> =0 01 0 0 |, onadonc: A= PJP™!, ce qui constitue
2 000 -1 1
000 0 -1

la réduction de Jordan de A.
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PARTIE IV
IV.1. Soit A € M, (C).

Puisque C est algébriquement clos, le polynome minimal de A est scindé sur C, donc, d’apres
ITT.A., A admet une réduite de Jordan J. Il existe donc P € GL,(C) telle que : A = P.JP~!.

La matrice J est diagonale par blocs du type J,(A), 1 € N*, X € Spe(4), et Ju(A) = A+ J,.
D’apres 1.6.b., *J, ~ J,. Il existe donc Q inversible telle que : *.J, = Q.J,Q~'. On a alors :

t(Juo\)) = t(M + Ju) = Al + tJu = A+ QLLQi1 = QO\I + Ju)‘>271 = QJu(A)Q’l,

donc (J,(N) ~ Ju(N).
Ensuite, il est clair, en envisageant des produits et des inverses de matrices diagonales par blocs
inversibles, que *J ~ J.
Enfin, comme A = PJP ', ona: 'A= tP 1t JtP et tP est inversible.
Ainsi, *A est semblable & ®.J, J est semblable & J, et J est semblable & A, donc *A est semblable
a A.

IV.2.a. Puisque A ~ J4 et B ~ Jp, par produits de matrices diagonales par blocs et inverses de

. . . . (A O Ja O
matrices diagonales par blocs inversibles, on a : ( 0 B) ~ < 0 JB) .

Ja 0

De plus, il est clair que la matrice
0 Js

) est une réduite de Jordan.

P A 0 Ja O
On conclut que la réduite de Jordan de ( 0 B) est < 0 JB) .

IV.2.b. e Puisque A ~ A’ et que x4 est scindé sur K, x4 = xa est scindé sur K.
On a:

A 0 A0 _
o B)~ o ¢) = X4 o\ =X/a o
0 B 0o C
< XAXB = XA'XC <= XAXB = XAXC — XB = XC,

car x4 n’est pas le polyndéme nul et K[X] est integre.

Comme xp est scindé sur K, x¢ = xpB est scindé sur K.
e D’apres 2.a., la réduite de Jordan de 40 est Ja 0 et la réduite de Jordan de
0 B 0 Jg
A0 Jar 0
<0 C) est ( 0 JC>'
Comme A ~ A’, & Pordre preés des blocs de Jordan, on peut supposer J4 = Jar.

!
Comme <61 g) ~ (13 g) , par unicité de la réduite de Jordan & l'ordre pres des blocs de

Jordan, on a alors Jg = J¢&, donc B ~ C.
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IV.3.a. Puisque I,, et J commutent, on a, par la formule du bin6me de Newton :
AeCCEARL L ot

k 0
(7aN)" = L + T)F = 3 O gi =
=0
: (0) . :
0 .0 A\F

IV.3.b. e Si (Jn (/\)) g k—) 0, alors, en particulier, le terme de la premiere ligne et premiere colonne
Je el

tend vers 0, donc \* k—) 0, d’ot1, d’apres le Cours sur la suite géométrique : |A| < 1.
oo

e Réciproquement, supposons |A| < 1. Par prépondérance des exponentielles en k sur les puissances

de k, chacun des termes de (Jn(A))k tend vers 0 lorsque k tend vers I'infini, donc (J,,())) b — 0.
o0

On conclut :

Pour tout A € C : (Jn(/\))k — 0 <= |N<1
o0

IV.3.c. Soit A € M, (C).

D’apres le théoreme de d’Alembert, 74 est scindé sur C, donc, d’apres I11.3., A admet une réduite
de Jordan J. 1l existe donc P € GL,(C) telle que : A = PJP~!.

On a alors :
VkeN, AF=pJjtp-t

d’ot1, par continuité des opérations dans M, (C) :
AP — 0 = JF — 0.
koo koo
D’autre part, J est de la forme :
J = diag (JM1 (A1), ey Jl()\p)),
donc, par produits de matrices diagonales par blocs, pour tout & € N :
¥ = diag (T4, (A1)F, oy T (Ap)F).

On déduit :

JE— 0 = Vie{lph Ve {1, (J,0))" — 0

koo
<~ Vie{l,..,p}, [Nl <1 <= p(4) <1

On conclut :

A’“k—>0 — p(4) <1

Xk ok ok sk ok 3k k k k >k ok sk ok sk ok sk k ok ok ok ok ok sk sk sk ok ok ok ok X
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