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a. L’application f est continue par morceaux sur le segment [—7 ; 7], donc bornée sur [— ; 7], puis
f est 2m-périodique, donc f est bornée sur R.

b. Soient a,b € R. On a :
b+2m a a+2m b+2m
/ F(6)dt = / F(6)dt +/ F(6)dt +/ () dt,
b b a a+2m
et, par le changement de variable u =t — 27 :
b+2m b b
/ £t dt = / Flu+ 2m) du = / F(u)du,
a+2m a a

puisque f est 2m-périodique.

/bb+277 f(t) & — /ba f N /aa+27r f N /ab f _ /aa+2ﬂ' f

a+27
On conclut que, pour f € D fixée, / f ne dépend pas de a € R.

a

On a donc :

c. Un sens est évident.

us

400 n—+2m
Si / f converge, alors / |f| — 0, donc, d’apres b., / |f] =0, puis, comme f est
noo

— 00 n —T

continue par morceaux sur [— ; 7|, f est nulle sauf peut-étre en un nombre fini de points ay, ..., an
1
de [—7 ;7). Mais, comme f(ax) = §(f(a:) + f(a;;)) =0, on déduit que f est nulle sur R.

d. Supposons f € C.

Comme f est continue sur le segment [—27 ; 27|, d’apres le théoréeme de Heine, f est uniformément
continue sur [—27 ; 27].

Soit € > 0 fixé. 1l existe n > 0 tel que n < 7 et :
vi' 1" e [-2m;2n], (|t —t"|<n = |f(t') = f{")| <e).

Soit (¢/,t") € R? tel que [t/ — "] < 7. On a alors |t/ —t"| < m. 1l existe n € Z tel que :
t' —2nm € [-m;7]. On a alors :

t'—2nrw € [—m ;7] C [-27;27]

t" —2nmw € [-2m; 27|, car [t — 2nw| < [t —¢|+ |t — 2nw| < 27

(' = 2nm) — (" — 2nm)| = |t/ — | <,
donc |f(t') = f(")| = |f(t' = 2nm) — f(t" = 2nm)| <e.

Finalement, f est uniformément continue sur R.



a. D’abord : VneZ, e, €CCD.
On a, pour tout (n,p) € Z? :

L[ L™ it L (" ipn
(en‘ep)zg/ en(t) ep(t) dt e e ptdt:%/ Pt gt

—7 - % -7 -7
donc :
. 1 ei(p_")t ™
sin #p, alors (e, ]|ep) = Py {W} = 0,
1 ™
sin=p, alors (e,]|ep) = 2—/ dt = 1.
™ —T

b. Soient f € D, n € Z. Il est clair que f € D et f¥ € D. On a :

en(F) = % 3 fte "t dt = %/_ f(t)eintdt = c_n(f)
; 1 x , o 1 T int 1 T inu
) =5 [ Fwemtar= o [ penear = o [ et du = coa(f),

provenant de : ¥ (a,b) € (R})?, ab <

1
a. On remarque : V(a,3) € C?, |[@g| < §(|04|2 +18%),
1
2

1 1
lui-méme de : §(a2 +b?) —ab = i(a —b)?*>0.

Comme les séries Z lo_n|?, Z lovn |2, Z 1B_nl?, Z |3,]? convergent, il en résulte, par le

n>1 n>1 n>1 n>1
théoréme de majoration pour des séries & termes réels > 0, que les séries E [a—, Bn] et E |, Bl
n>1 n>1
convergent, et donc la suite (@, 8, )nez est sommable.
b. eOna > CcCZet 2+ @ car 0 c (2

e Pour tout A € C et toute a = (o )nez € €2, Aa = (A )nez est dans £2 car [Aay,|? = [A? |an|?,
donc la suite (JAa,|?)nez est sommable.

e Soient a = (y)nez, B = (Bn)nez deux éléments de £2.

Comme :  Vn €Z, |an+ Bul* = |an|® + @ B + anfn + |Bal? <o l® + 2[a Bl + |5,

et que les séries de termes généraux |ay, |2, [ Bul, 180l la—nl?, [@=0 Bnl, |B-n|? convergent, les
séries de termes généraux |, + (B,]? et |a_, + B_,|* convergent, donc a + 3 € 2.

Ceci montre que 2 est un C-sev de C%, donc £? est un C-espace vectoriel.
e D’aprés a., pour tout (o, 3) € £2, la suite (@, B3n)nez est sommable, donc I'application
“+o0
(o, B) — Z Oy, Bp, est correctement définie.
n=-—oo

La symétrie hermitienne et la linéarité par rapport a la seconde place sont immédiates.

“+oo
De plus, < a, a>= Z lon|? >0 et, si < a, a>=0, alors, Vn € Z, o, =0, donc a = 0.
n=—oo
+oo
Ainsi, Papplication (o, ) — < a, a >= Z @ Bn est un produit scalaire sur £2.
n=—oo



(¢(07) +¢(07)), donc

M\H

Il est clair que ¢ est continue par morceaux, 2m-périodique, et ¢(0) =0 =
p€D.
Puisque ¢ est impaire : Vn €N, a,(¢) = 0.
Et, pour tout n € N* :

2 (7 2 [Mw—t
bn(ap):§/ go(t)sinntdt:f/o 7T2 sinnt dt

T

1 SnEt\™ T cosnt 1 1 ~ 1
= ([(w—t)( cosn )} —/ cosn dt) =—— j[sinnt]o =—.
1pp ™ n 0 0 n n ™ n

Puisque ¢ € D, et que ¢ est clairement de classe C! par morceaux sur R, d’aprés le théoreme de
Dirichlet, la série de Fourier de ¢ converge simplement sur R et a pour somme (.
400 1
= p(t) = —sinnt. On conclut :
o)=Y -

n=1

T™—t

En particulier, pour tout ¢t €]0; 7] : 5

= 1nnt 7r—t
Vit elo;m], Z

a. Soit f € D. D’apres le théoreme de Parseval, la suite (¢, (f)),, <y, est de carré sommable, c’est-a-

dire que les séries Z le_n(f)|? et Z len (f)|? convergent, donc |c_, (f)] — Oet |en(f)] — 0,
1 "1 noo noo
ou encore : ¢,(f) = . ) (1).
n| — +oo

b. e La linéarité de I" est immédiate, car, avec des notations évidentes :

T

M) = 5= [ (fe+g®) e ae =g [ pwedte g [ e dt = den(f)eno),
donc : I'(Af+g) = A[(f)+ I'(g).

e D’apres le théoreme de Parseval, pour toute f € D, la suite ( E ck(f)ek) N converge dans
ne
k=—n

(D, (.].)) vers f.
Soient f,g € D. On a alors : ( Z ck(f)ek’ Z Ck(g)ek) — (flg)

k=—n k=—n
Mais, puisque (e )nez est orthonormale :

(> a(Per| Y Ck(g)ek) = > alNelo),
k=—n k=—n k=—n
et, comme (cx(f) Ck(g))nez est sommable : Z ce(f) er(g) — < ), I'(g)>.
k=—n
On déduit : <I(f), I'(g)>=(flg)-

e Soit f € D telle que I'(f) = 0. On a alors : ||f||3 = (f|f) =< I'(f), I'(g) >=0, donc f = 0.
Ainsi, Ker (I') = {0}), et donc I" est injective.



a. e Soient f,g € D, t € R. L’application u — f(u)g(t—u) est continue par morceaux sur [— ; 7],
s

1

donc o f(u)g(t —u)du existe. Ceci montre que f * g est correctement définie et est une
™ —T

application de R dans C.

e Soient f,g € D. On a, pour tout ¢t € R, puisque g est 2mw-périodique :

(f  g)(t +27) = /f (t+27 —w)d /f glt —u)du = (f % g)(¢),

donc f x g est 2m-périodique.

b. Soient f,g € C.

L’application F: Rx [—-7;n] — C, (t,u) — F(t,u) = f(u)g(t —u) est continue sur R x [—7 ; ]
et intégrable en u sur le segment [—7 ; 7] pour tout ¢ € R. De plus :

V(t,u) € Rx [=m;z], [F(tu)] = [f(u)]lg(t —uw)] <[|flloo [l9llo0

et application constante ||f||co||g]|co €St continue et intégrable sur le segment [—m ;7).

D’apres le théoreme du cours sur la continuité d’une intégrale dépendant d’'un parametre, on
conclut que f * g est continue sur R, et donc f*g € C.

Finalement : Vf,geD, fxgeC.

[Q7] 4 e 1T

(fx9)(t) = Py flu)g(t —u)du o ~5r f(t —v)g(v)dv
- t+m
1 t+m 1
) ft—vlgv)dv=o- [ f(t —v)g(v)dv = (g * f)(t)
2) Lo , )
(f * eﬂ)(o) = % . f(u)en(o - U) du = % f( ) "y = en(f)
3)
(f = en)(t) = % f( Jen(t —u)du = % f( Jeinte—inu 4y,
= et 2177 | fwe ™ du = e, (e,

dou: fxe, =cu(f)en.
4) D’apréS 3) Doep ey = cp(en)en = 6n,pen-

T =k [wrawea= b ([ s wan)ena

—T

FuEini 47712 /:rr (/j 9lt = u)e*i"t dt)f(U) -

™

Mais :
T ) t—m ) t+m ) ) )
/ gt —u)e ™ dt = —/ g(v)e™ M) qy = (/ g(v)e™m™ dv)e_m“ = 2me,(g)e™ .
- v=t—u t+m t—m
d’ou :

=9 = 5= [ ealle ™ ) du = en(D)ealo)

—T



6)

Foa0) =T+ = 5= [ fwgtt—wdu= o= [ Fagte - du=F+50)
" 1 (7 1 ("
(P00 = (o)) = o= [ Jg-t—wydu = = [ fv)g(-t+ v
=5 [ Wt va= g0
8) 1 T 1 YRy Z .V
(F19) = 5= [ T@gar= o= [ Firg 0 at = 7« g")00).

a. e D’abord, ¢ * © est paire. En effet : (p* @)Y = 0" x 0¥ = (=) * (—p) = ¢ * .
On va donc calculer ¢ * ¢(t) pour t € [0;7].

[ ]
1 2 1 2

T—u
H = t—u)du = — t—u)d
o olt) e R L
1 (" 7m—t4w
= > — o(v) dv
v=t—u T Jt—2n
1 [ m—t4+v-—7m—v 1 [fa—t+vm—wv
= = do+— [ =10 d
o )y 2 s Whor ) T3 2 <
1 /0 ) 1t )
= = —w(m—t)+ (t—2m)v —v?) dv + — — ) +tv—v?)d
y ti%( m(r —1t) + ( v — v?) U+87T ; (m = )7+ tv —v?) do
1 v? 390 1 v? gt
= |- mr -t -2mS - S —[rr -t -2m + 5 - 2]
sl vty - g lee oot - eg -,
1 (t—2m)2  (t—2m)3 3
=  —(r(r—t)t—2m)— — )t ———)
8w(”(” £)(¢ — 2m) R T A
= i(( C )2t —2m) — S -2 )3+1t3) = L3 6mt 4 2m?)
= o (T ™= ™ G = 7r ).
On conclut que ¢ * ¢ est 2r-périodique et, pour tout t € [—m ;7] :
1, o
—ﬂ(St —6mt+27°) si te[0;7]
p(t) =
L oo 2 .
_ﬂ(?’t + 67t +27%) si te[-7;0]
2 2
-t
L’étude sur [—m ;7] est immédiate : on a p(0) = —%, () = % et ¢'(t) = WT

On en déduire le tableau des variations de ¢ * @ :

t 0 s
(p*9)(t) + 0
@ *p(t) /




b. On a: 9
Vn€Z, cule*p)=cn(p)cn(p) = (CN(QOD :

I ; 1 (Tr—t
enl(p) = —/0 pt)e ™ dt = — T Ceint gy

2m 2r J_ 2
1 rr—t e—int o 1 2m 1 e—int 1 1 e—i"t 21 1
= 7[ - } — - dt= —(—m—m)+ [ , } =
ippsi nzo 20l 2 —inlo 2 Jo 2 —in —4min —4min L —in lo 2in
1 [ r—t 1 t2q 27
SR PR N S
o) 27r/0 2 4™ 2o
On conclut :
1
— 0
VneZ, c,(p)=4q 2in sion#
0 si n=20
1
- n#0
Vn€Z, culpxp)= 47n? 7
0 si n=0

Comme ¢ * ¢ € D et que ¢ * ¢ est de classe C! par morceaux sur R, d’apres le théoréme de
Dirichlet, la série de Fourier de ¢ * ¢ converge simplement sur R et a pour somme ¢ * ¢ :

+oo

VEER, (pxp)(t)= > calpxp)™.
On a donc :
—1 1. +o0 1. +oo 1 ) ) +‘oc0 1
(@ *p)(t) = Z —Wemt + Z —Wemt = Z ~1z (e + ™) = — 5.3 cosnt.
n=-—oo n=1 n=1 n=1
On conclut :

+oo
cosnt
VEER, Y — =—2px)(t).

n=1

En particulier :

+
t
Vte o], ZCOS” 3t2—67rt+27r)



. . sin na sin nb cosna cos nb
c. Les séries numériques 5 —— et E —
n

n>1 nz1

sont absolument convergentes, car
n

. 1 .
la valeur absolue du terme général est majorée par —, et, en notant respectivement S et C leurs
n
sommes, on a :

X cosnacosnb +sinnasinnb <X cos n(b— a)
C+8= = —_—
D > s

2
n
n=1 n=1

400 . . +00
cosna cosnb — sin na sin nb cosn(a+b
c-5= g 5 ! = g 7(2 )

)

n=1 n n=1 n
d’ou )
C+8= E(3(b—a)2 —6m(b—a) + 27°)
1
cC-S= E(3(b—i—a)2 —6m(b+ a) + 27°)
et on conclut :

1

012

1
(3a® + 3b* — 6mb 4 21%), S = §a(w —b)

o Montrons d’abord que, si f est CY et g est C', alors f x g est C.

L’application F': A =R x [-7;7] — C, (t,u) — f(u)g(t — u) est continue sur A, intégrable
en u sur [—7; 7|, admet une dérivée partielle par rapport a t, Fy : (t;u) — f(u)g'(t — u) qui est
continue sur A et |F),(t,u)| est majorée par || f||oo ||9'||co qui est continue et intégrable en w.

D’apres le théoreme de dérivation pour une intégrale dépendant d’un parametre, on conclut que
f * g est de classe C' sur R et que :

VEeR (o)) =5 [ Fg—udu= ()0,

donc: (fxg) =f=*g.

e Comme la loi * est commutative, il en résulte que, si f est C! et si g est C°, alors f % g est C!
et (fxg) =fxg.

e Démontrons par récurrence la propriété P, suivante :

pour tout couple (k,1) € N2 tel que k + 1 < n, pour toutes f,g € C telles que f soit C* et g
soit C!, (alors) f * g est C**! et, pour tout couple (i,7) € N? tel que 0 < i< ket 0<j <[, ona
(f % g)i+9) = fli) s g0,

Py est trivialement vraie.

Py est vraie, comme on vient de le montrer.

Supposons P,, vraie pour un n € N* fixé.

Soient (k,1) € N? tel que k+1=n+1, f,g € C telles que f soit C* et g soit C'.

Sil>1,alors k+ (I —1) =n, f est C* ¢’ est C'~!, donc, d’apres Py, f * ¢’ est CFT'=1 et on
connait les dérivées successives de f * ¢’. Mais alors, f % g est CF*,

Sil =1, échanger (k, f) et (I, 9).

On déduit ainsi que P,y est vraie, ce qui montre P, par récurrence sur n.

Par exemple, si f et g sont C*, alors f * g est C? et :

(fx9)' =f"xg=[fxg =[fxg".



a. e Pour k =0, si f € D, alors, d’apres Q6, ¢, (f) = 0 (1), d’ou la propriété voulue.

[n] — 400
e Soit f € D de classe C" sur R.
1l est clair qu’alors f’ € C (donc f' € D), donc ¢, (f') = 0 (1). Mais, par une intégration

In] — +oo

par parties :

enlf) = 5 [P0t ae= [f0e T+ o [ feme i ar = ien(f)
Ainsi : ine, (f) = o(1), donc ¢, (f) = 0(%).
e Si f est de classe CF, alors ¢, (f®) = (in)*en(f), et ¢n(f) = o(1), donc ¢, (f*) = 0(%).

b. Récurrence sur k.
e Cas k=2
Nous supposons ¢, (f) = o(n~?). Alors la suite (cn(f)),, ., est sommable et donc la série d’applications

co(f) + Z (ck(f)er + c—x(f)e—r) converge normalement (donc uniformément) sur R.
k>1
Sa somme, notée g, est donc continue et 2m-périodique, c’est-a-dire g € C.

Puisque cette série de fonctions converge uniformément sur [—7 ; 7], on a, pour tout n € Z, par
permutation série-intégrale :

+o0o
co(f)+ (exlex + C—ke—k)>

k=1

cn(g) = (en

+oo
=co(f)(enleo) + Y (er(f)lenler) + cou(f)(enle—k)) = enlf),
k=1

car la famille (eg)gez est orthonormale.

Ainsi: Vn € Z, cn(g) = cn(f), Cest-a-dire I'(g) = I'(f). Comme I est injective, on déduit f = g,
donc f est de classe C°.

e Suppsoons la propriété vraie pour un entier k > 2, et soit f € D telle que : ¢, (f) = o(n™*71).
En particulier, ¢, (f) = o(n=2), donc (cf. le cas k = 2), f est C°.

Puisque
linc, ()] = nlea(f)] = o(n™ 141 = o(n™"),

et que k > 2, la série d’applications Z (ikcn(f)ek — ikc,k(f)e,k) converge normalement (donc

k=1
uniformément) sur R. Sa somme h est donc continue et 27-périodique, h € C.
Considérons une primitive f; de h sur R.
Comme :

a-+m
Va R, / h(t) dt = 27 (h) = 0,
a—T
on a :
VaeR, fila+m)=fila—m),

donc f; est 2m-périodique.
Ainsi : f; € D, et méme f; € C.



Puis :
Vn €Z, cy(h)=inc,(f1) et cnp(h) =inc,(f),

donc :
Vn e Za Cn(fl) = cn(f)
Autrement dit : I'(f1) = I'(f). Comme I est injective, on conclut f = f1, donc f est de classe C'*
et f'=f] =h.
Enfin, comme ¢, (h) = inc,(f) = o(n™*), h est de classe C*~2 par I'hypotheése de récurrence, et
finalement f est de classe C*~!, ce qui montre le résultat voulu, par récurrence sur k.
Par existence de racine carrée dans C, pour tout n € Z, il existe v, € C tel que 72 = ¢, (f).
Puisque k > 4, on a : ) .,
Yl = lea(N)]Z = o(n™2) = o(n™?),

donc la famille (v, )nez est sommable, et donc la série d’applications ~gep + Z(ﬂykek +v_ke—g)
k>1

converge normalement (donc uniformément) sur R. Notons g sa somme, qui est continue et 27-

périodique, comme dans Q11.

Par convergence uniforme (permutation série-intégrale), comme en Q11, on a :
Vn€Z, v,=cn(g).
Alors : )
VneZ, c(g*g)=(culg) = 2 = cn(f),
c'est-a-dire : I'(g*g) = I'(f), puis, par injectivité de I" : g* g = f.

On peut remarquer que cette équation (d’inconnue g) admet, ”en général”, une infinité de solutions,
due au choix des v, a des signes pres.

a. e P, est correctement définie sur R, car :

VteR, 1—2rcost+r®=(1—rcost)®+(rsint)® > (1—rcost)® > (1— |rcost\)2 > (1—-7r)%>0.

e VteR, P.(t)>0.

e P, est paire.

e P, est de classe C*° sur R.

e P, est 2w-périodique.

R e S Po(r) = 1—r2 1—7
T 1—2r4r2 1—¢’ TW_1+2T‘+T‘2_1+T.
—(1 —7r%)2rsint

(1 —2rcost+1r2)2’

. P0)

e VteR, Pl(t)=

3 1
e Pour r = T P.(0) =7, P.(m) = =

t 0 s
Pty(o — 0
P (t) N\




b. Soit  €]0;1[. On a déja vu ci-dessus que P, est continue et 2w-périodique.

mt n,—int

Soit ¢t € R. Les séries numériques de termes généraux r™e r’e , T cosnt sont absolument

convergentes, car |r| <1 et on a :

1—|—22r cosnt_l—l—zr el eIt __1_|_Zre Z —int)

1 1 —(1—rel)(1 —re ) +1—re " +1—ref 1—172

= -1+ =+ = . : = =P

1—relt 1 —rpe-it (1 —relt)(1 —re~it) 1—2rcost + r2

c. Soient r €]0;1[, n € Z. D’apreés b., on a :

7 +oo

1 .
en(Pr) = %/ (1—1—227“ cosk;t dt = —/ e” it g 4 = / Z chosk:te_mt)dt

T k=1

Comme la série d’applications Z (t — 7% cos kte ) converge normalement (donc uniformément)

k>1
sur [—7 ; 7|, on peut permuter intégrale et série, d’ou :

™ +oo ™
1 . 1 .
cn(Pr) = > /_ﬂ e M dt + g ;/_ﬂ cos kte™ " dt.
k=1
On a, pour tout k € N* :

0 si |n|#k
— T™J—x

1 (" : 1 i :
f/ cos kte " dt = 2—/ (e e F)e M qt = (e, |er)+(en |e—k) = {
™

Ainsi, si n = 0, alors ¢,(P,) =140 =1 et, si n # 0, alors ¢, (P,.) = 0+ 7"

On conclut :

Vrelo:l], VneZ, cu(P)=r"

d. Soit (r,s) €]0;1[%. D’apreés Q12c., on a :
VY €Z, co(PrxPy)=co(P)en(Ps) =M™l = ()"l = ¢, (P,,).

D’ou I'(P, * Ps) = I'(P,s), puis, par injectivité de I" : P, x Ps = Prs.

a. Soit £ > 0 fixé.

On a, pour tout r €]0;1[ et tout ¢t € [—m ;7] :

(P, + )t |_‘27T P()f(t—u)du—f(t)‘:‘;ﬂ/:;PT(u)(f(t—u)—f(t))du,

1 ™
car o P.(u)du = ¢o(P-) = 1.

—T

(B O] < 2= [ B ft—w) - £8)] du,

2 J_,

10

1 si |n|=k(£0).



Puisque f est uniformément continue sur R, il existe n > 0 tel que :
V() e R (It <n = I5() - ()] <e).

Découpons en trois intégrales :
g —-n n T
| pwise-w-selau= [ 4 [+ [
-7 -7 -n Jn

n s

On a:
/_n Po(w)f(t — ) — f(u)] du < / Powedu<e [ Po(u)du = e2nco(P,) = 2r.

—-n —

et :

[ < nrsidns [T R =l [P

n P, est paire n

Al flloo(m —m)(1 —1?)
= <4 -n)P, = .
P, décroit 1 koo = m) P () 1—2rcosn+r?

Comme 7 est fixé, cette derniere expression tend vers 0 lorsque r tend vers 1.

Il existe donc o €10 ;7| tel que :

1 A lloo(m —m) (L =r*) _

v 1—o:1
refl-asdf, 2r 1 —2rcosn+r2

On obtient ainsi :
vreloil (r-1<e = (Viel-mal, |(Bxf)O) - fO<e)) = [IPsfflloe <,

c’est-a-dire :

1P <= fllw, —, 0.

b. Immédiat & partir de a., puisque les P, sont de classe C'*° sur R.

a. Si f € C est de classe C! sur R, alors f’ € C et, comme Vn € Z, c,(f') = inc,(f), d’apres Qb,
la suite (inc,(f)), ., est sommable, donc (ncn(f)), ., € €

b. Considérons I’application f : R — C, 27-périodique, définie par f(t) = [t|*/® pour t € [—7 ;7]
Il est clair que f € C et que f est paire.
On a:
VneZ, ci(f)= Cn(fv) = c_n(f).
11 suffit donc de s’intéresser a la convergence absolue de la série Z en(f)-
n>1
On a, pour tout n € N* :

1 " —int 1 0 2/3 ,—int " 2/3 ,—int
)= [ f)e dt:2—</ (—)2/3% dt+/t eint dr)

B 2m —T ™ -7 0
1 T . T . 1 T
= —(/ u?/3einu du+/ t2/3g—int dt) = 7/ +2/3 cosnt dt.
u=—t 27\ J, 0 T Jo

11



s
Comme l'intégrale impropre / Y3 sinntdt converge, on peut intégrer par parties :
0

1 sinnt1™ 1 (T2 Jsinnt 2 T
Cn(f):*{tz/?’i] **/ ST g = t~Y3sinntdt
T n lo mJy 3 n 3 Jo
2 ””(u)—l/3 . ld 2 /’m sinud
= —— — sinu—du = — U.
u=nt 3mn Jo \n n 3mnd/3 Jo  wul/3
+00o i ™
sinu sinu
Comme l'intégrale impropre 75 du converge, la suite de terme général / 75 du con-
u 0 u

verge, donc est bornée. Il existe M € R tel que :
™ sinu
Vn e N*, ‘/ 0 du‘gM.
o u /3

2M

On a donc : Vn e N |Cn(f)|<W7
- 2M
d’ou : |nCn(f)|<W7
4M?
. . 2
puis : Incn (f)° < 9r2n4/3’

done, comme 4/3 > 1, d’aprés exemple de Riemann et le théoréme de majoration, la suite
((ncn(f))z)neZ est sommable, (ncn(f))neZ €

D’autre part, il est clair que f n’est pas de classe C! sur R, puisque f n’est pas dérivable en 0.
a. e La linéarité de Ly est immédiate :
Li(ag+h)=f*(ag+h)=afxg+ fxh=aLs(g)+ Ls(h),

avec des notations évidentes.

e Soient g € D, t € R.

Onas |0 =1 +9)0] = |5 [ rgte—wau] < o= [ 17l lote—w)lau
D 1Ll < 5 [ Illelote—w)ldu = 1Al [ o] do =11l lgl

? 1L5(0) < () r@pan) ([ gt )"

Cauchy e;c Schwarz 27 —r
1 1/2 1/2
= g(zﬂlfll%) (2llgll3) " =11 fll2llgll2

1

3) [Ls(#)] < %/_W‘f(u”HgHoodu: £ 1111191l

On en déduit I'inégalité demandée.

b. On suppose que f est paire et a valeurs réelles. On a alors, pour toutes g1,g2 € D :

(Lf(gl) | Lf(92)) =(f*g1]g2) = ((m) *gzv)(o) = (?*ﬁ*!bv)(o)
= (g fY*g5)0) = (g1 (f*92)")(0) = (91 ] f *g2) = (91| Ls(g2)),

donc Ly est symétrique.
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SoitnEZ.Soient)\e(C, feD—-{0}.Ona:
L., (f) =M <= enxf =N <= cu(flen = A\f.

Pour A\=0: L., (f)=0 < c,(f) =0.

Pour A\#0: L., (f)=\f = f:@en — feCe,etona: L., (e,) =e, ke, = ey

Finalement :

Spc(Le,) = {0,1}, SEP (L,,0) = {f € D; co(f) =0}, SEP(Le,,1) =Ce,

Soient f € D, h €]0;7].

e On a, pour tout t € R :

t+2m+h 1 [tth
fult 4+ 2m) = o /+ flydu= g [ fw)du= (o),

donc fp, est 2w-périodique.
u

L’application F : u — / f(v)dv est lipschitzienne, car, pour tout (uy,us) € R? :
0

u2

Pl = P = | [ o] <

Uy

()] dv] < fuz = wt] | flee
donc F est continue sur R.
1
Comme VteR, fi(t)= o (F(t +h)—F(t— h)), on en déduit, par opérations, que fj est con-

tinue sur R.

Finalement : f; € C.
e La linéarité de S} est immédiate :

1 t+h
VfgeD, VtER, Va R, Sh(aerg)(t):ﬁ/ (f + g)(t) dt
t—h

1 t+h

-

1 t+h
fOd+ 5z [ g®dt = afu®) + gn) = (@Su() + Sul)) 1)
t—h

e D’apres Q17, toutes les f; sont dans C. Comme C est inclus strictement dans D, on en déduit
que Sy n’est pas surjective.
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SoientfeD, he€l0;n[,n€Z.

On a:

1 T . 1 T 1 t+h it .
_ —in —1n —ln
o ) fr(@)e™" dt = Py (2h / f(u) du) e” " dt = i // f(u du dt,

ot : D:{(t,u)eRQ;—wgtgw et t—h<u<t+h}.

Cn(fh) =

Comme :
v (t) U) € RQa f(u + 27T)e_in(t+27r) = f(u)e_i”t7

on a aussi, d’apres le théoréeme de Fubini :

n(fn) = 27rh//f ye " dt du,

ou :
A:{(t7u)€R2; —nm—h<u<m—h et u—h<t<u—|—h}.
D’ou :
1 w+h u+h .
)= [ s ([ emar)au
1 e~in(uth) _ g=in(u—h) —2isinnh [T ) sinnh
= _— d = —_— —lTLud = " s
si n=£0 47Thf(u) —in Y —4mhin /_,r_h Fw)e Y nh en(f)
et
1 " 1
co(fn) = — 2hf(u)du = —— f(u)du = co(f).
47Th —7—h 2T [27‘.]
On conclut :
sinnh A(f) si n£0
VfeD, Vhel0;n[,VneZ, c,(fn)= nh
co(f) si n=0
Soit h €]07[. On a, pour toute f € D :
Ve Z", sinnh () =0
feKer(Sy) <= fr,=0 < (Yn€eZ, cu(fn)=0) < nh
co(f) =0

1) Siﬁ ¢ Q, alors (VnEZ*, sinnh#O),donc:
T
VfeD, feKer(Sy) < (VneZ, c(f)=0) < [f=0,

et donc S}, est injective.
h h

2) Supposons — € Q. Il existe (p,q) € (N*)? tel que : — = p et pged(p,q) = 1.
s e q

On a alors, pour tout n € Z* : sinnh =0 < nPr ETL" = np €Lt = q|n,
q

car p A ¢ = 1, théoreme de Gauss.

Donc : Sp(eq) =0 et e, # 0, donc Sy, n’est pas injective.

h
Finalement, S, est injective si et seulement si — ¢ Q.
T
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a. On a, pour tous h €]0;7w[,t € R :

0101 = [ ranso| =] [ G- so)a < o [ - ol

—h “h 2 iy,
Puisque f € C, f est uniformément continue sur R. Soit € > 0. Il existe n > 0 tel que :
V() e R?, <|t’ -t <n = |f{') - Ft")] <e).
On a alors, pour tout h €]0; [ tel que h < 7 :

Vuet—h;t+h], |[u—t|<h<n,

donc :

Vuelt—h;t+h], |[f(u)—ft)<e,
d’ou :

1 t+h 1

o | ) - f@)au< gohe=c.
Ainsi :

Ve>0,3p>0, Yhelo:n], (hgn — (VteR, |fh(t)—f(t)|<5)>.
c’esta-dire :
Ve>0,3n>0,Vhe|0;n[, (h<n = ||fa— flle <e),

done : |[fn — flloo R 0.

Autrement dit, la famille (f4)nejo;x| converge uniformément vers f sur R lorsque h tend vers 0F.

b. Dapres a., ||fi/n — flleo — 0. Comme chaque fy/,, est de classe C' et que Ji/n converge

uniformément vers f lorsque l'entier n tend vers 'infini, on conclut que f esr limite uniforme d’une
suite d’éléments de C de classe C! sur R.

c. Soient h €]0;7[, teR. On a:

1 [t+h 1 tth
|fu(t) — fF(O)] < 57 |f(u) = f@)|du < */ [u — [ ]| f]] oo du
2h Jioh IAF 2h Jion
_ 1 lso /h I oo /h e P2y
Nl s » |v]dv = o ; vdo = R 2||f|‘0<>~

kK ok ok ok ok sk ok ok ok ok ok ok ok ok ok sk kR k ok ok ok ok ook ok ok ok ok ok Xk
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