
Ly
�ee La Martini�ere MonplaisirJean-Marie MonierAgr�egation interne de Math�ematiques 2006-2007�Epreuve du samedi 25 novembre 2006Si un(e) 
andidat(e) rep�ere 
e qui lui semble être une erreur d'�enon
�e, il (elle) la signalesur sa 
opie et devra poursuivre sa 
omposition en indiquant 
lairement les raisons desinitiatives qu'il (elle) est amen�e(e) �a prendre.PARTIE I : �Etude d'une �equation diff�erentielleOn 
onsid�ere l'�equation di��erentielle(E) xy00 + y0 + xy = 0;d'in
onnue y, deux fois d�erivable sur un intervalle de R et �a valeurs r�eelles.1.a. D�eterminer toutes les solutions de (E) d�eveloppables en s�erie enti�ere en 0 et d�emontrer quel'ensemble des solutions de (E) d�eveloppables en s�erie enti�ere en 0 est la droite ve
torielleengendr�ee par J; o�u J est d�e�nie par :J : R �! R; x 7�! J(x) = +1Xn=0 (�1)n4n(n!)2x2n:1.b. Montrer que J est paire et de 
lasse C1 sur R:Cal
uler J(0); J 0(0); J 00(0) et tra
er l'allure de la 
ourbe repr�esentative de J au voisinagede 0:1.
. Montrer : 8 x 2 [0 ; 2℄; 0 6 J(x) 6 1:Cal
uler des valeurs appro
h�ees �a 10�1 pr�es de J(1); J(2); J(3): Que peut -on en d�eduire?1.d. Montrer que J2 + J 02 est d�e
roissante sur [0 ; +1[:2. On note, pour tout n 2 N� : Hn = nXk=1 1k : Montrer : Hn �n1 lnn:3. Soit K :℄0 ; +1[ �! R une appli
ation deux fois d�erivable sur ℄0 ; +1[ ; on 
onsid�erel'appli
ation H :℄0 ; +1[ �! R d�e�nie par :8 x 2 ℄0 ; +1[; H(x) = (lnx)J(x) +K(x):3.a. Montrer que H est solution de (E) sur ℄0 ; +1[ si et seulement si K est solution, sur℄0 ; +1[, de l'�equation di��erentielle :(F) xy00 + y0 + xy = �2J 0:1



3.b. D�eterminer toutes les solutions de (F) d�eveloppables en s�erie enti�ere en 0:3.
. En d�eduire que l'appli
ationH :℄0 ; +1[ �! R; x 7�! H(x) = (lnx)J(x) + +1Xn=0 (�1)n+1Hn4n(n!)2 x2nest solution de (E) sur ℄0 ; +1[:3.d. D�emontrer que la famille (J;H) est libre dans R℄0 ;+1[:3.e. En d�eduire la solution g�en�erale de (E) sur ℄0 ; +1[:4.a. D�emontrer : 8n 2 N; nXk=0 (Ckn)2 = Cn2n:4.b. En d�eduire : 8 x 2 R; (J(x))2 = +1Xn=0 (�1)n(2n)!4n(n!)4 x2n:PARTIE II : Expression int�egrale de J1. On note, pour tout n 2 N : Wn = Z �20 sin2n t dt:1.a. Montrer : 8n 2 N; 2(n+ 1)Wn+1 = (2n+ 1)Wn:1.b. En d�eduire : 8n 2 N; Wn = (2n)!4n(n!)2 �2 :2. D�emontrer : 8 x 2 R; J(x) = 2� Z �20 
os(x sin t) dt:3. �Etablir : 8 k 2 N; 8 x 2 R; J (k)(x) = 2� Z �20 sink t 
os �x sin t + k�2�dt:4. Montrer que J est stri
tement d�e
roissante sur [0 ; �℄ et que J est 
on
ave sur h0 ; �2 i:Tra
er l'allure de la 
ourbe repr�esentative de J sur h0 ; �2 i:2



5. Montrer : 8 k 2 N; 8 x 2 R; jJ (k)(x)j 6 1:6.a. Montrer, pour toute appli
ation ' : [0 ; 1[ �! R de 
lasse C1 et int�egrable sur [0 ; 1[ :Z 10 
os(xu)'(u) du �!x �! +1 0 et Z 10 sin(xu)'(u) du �!x �! +1 0:6.b. En d�eduire : 8 k 2 N; J (k)(x) �!x �! +1 0:
PARTIE III : Transform�ee de Lapla
e de J1.a. �Etablir que, pour tout p 2 ℄0 ; +1[; l'appli
ation x 7�! J(x)e�px est int�egrable sur[0 ; +1[:On note : L :℄0 ; +1[ �! R; p 7�! L(p) = Z +10 J(x)e�px dx;la transform�ee de Lapla
e de J:1.b. Montrer : 8 p 2 ℄0 ; +1[; L(p) = 2� Z �20 � Z +10 
os(x sin t) e�px dx� dt:2.a. Cal
uler, pour tout (p; x) 2 ℄0 ; +1[�[0 ; +1[ l'int�egrale Z +10 
os(x sin t)e�px dx:2.b. En d�eduire : 8 p 2 ℄0 ; +1[; L(p) = 1pp2 + 1 :

PARTIE IV : �Etude �el�ementaire des z�eros de JOn note : G :℄0 ; +1[ �! R; x 7�! G(x) = px J(x):1. Montrer que G est deux fois d�erivable sur ℄0 ; +1[ et que :8 x 2 ℄0 ; +1[; G00(x) + �1 + 14x2�G(x) = 0:3



2. Montrer que les z�eros de J dans ℄0 ; +1[ sont isol�es, 
'est-�a-dire que, pour tout z�ero z0 deJ dans ℄0 ; +1[; il existe � > 0 tel que J ne s'annule en au
un point de l'ensemble(℄z0 � � ; z0 + �[�fz0g)\ ℄0 ; +1[:3. Soit k 2 N: On note Ik = [k� ; (k + 1)�℄:On suppose que J ne s'annule en au
un point de l'int�erieur IÆk de Ik:3.a. Montrer que G est de signe stri
t �xe sur IÆk :On note : W :℄0 ; +1[ �! R; x 7�! W (x) = (sinx)G0(x)� (
os x)G(x):3.b. Montrer que W est monotone sur Ik: Cal
uler W (k�) et W ((k + 1)�) et en d�eduire queW est nulle sur l'intervalle Ik:3.
. En d�eduire une 
ontradi
tion et 
on
lure que J admet au moins un z�ero dans l'int�erieurde Ik:4. �Etablir que les z�eros de J forment une suite (zk)k>1 stri
tement 
roissante et de limite +1:5. En admettant que zk+1 � zk �!k1 �; et au vu de tous les r�esultats pr�e
�edents, tra
erl'allure de la 
ourbe repr�esentative de J sur [0 ; +1[ et l'allure de la 
ourbe repr�esentativede x 7�! (J(x))2 sur [0 ; +1[:� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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