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Si un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) la signale
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en indiquant clairement les raisons des
initiatives qu’il (elle) est amené(e) & prendre.

PARTIE I : ETUDE D’UNE EQUATION DIFFERENTIELLE

On considere ’équation différentielle
(E) vy +y' +ay =0,

d’inconnue y, deux fois dérivable sur un intervalle de R et a valeurs réelles.

. Déterminer toutes les solutions de (E) développables en série entiere en 0 et démontrer que

’ensemble des solutions de (E) développables en série entiere en 0 est la droite vectorielle
engendrée par J, ou J est définie par :
« =D,
J R—R z+— J(x)= "
L

Montrer que .J est paire et de classe C'° sur R.

Calculer J(0), J'(0), J"(0) et tracer I'allure de la courbe représentative de .J au voisinage
de 0.

. Montrer : Vz €[0;2], 0<J(z)< 1.

Calculer des valeurs approchées a 10~" pres de J(1), J(2), J(3). Que peut -on en déduire
?

. Montrer que J? + J” est décroissante sur [0 ; +oo].

n

1
. On note, pour tout n € N* : H,, = Z —. Montrer : H,, ~ Inn.
noo

k=1 k

Soit K :]0;400[ — R une application deux fois dérivable sur |0;+o00[ ; on considere
lapplication H :]0; +o0o[ — R définie par :

Vi el0;4o0], H(z)= (Inz)J(xz)+ K(z).
Montrer que H est solution de (E) sur ]0;-+oo[ si et seulement si K est solution, sur
10; +o00f, de ’équation différentielle :
(F) oy +y +ay=—-2J.
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Déterminer toutes les solutions de (F) développables en série entiere en 0.
En déduire que I’application

_1)n+1H
4n(nl)?

n2n

H:0;4+00] — R, x+— H(z)=(Inx)J +Z
n=0

est solution de (E) sur |0; 400l

Démontrer que la famille (.J, H) est libre dans RI? i+,

En déduire la solution générale de (E) sur ]0; +oo].

Démontrer :

vnen, S (CE?=Cy,.
k=0

En déduire : N ) '
Veer (J(@)’=Y % o

n=0

PARTIE II : EXPRESSION INTEGRALE DE J

. On note, pour tout n € N :

W, = /5 sin?" ¢ dt.
0

. Montrer :

VneN, 2(n+1)W, = (2n+ 1)W,.

En déduire :

(2n)! w
v N, W, —.
men 1 (nl)? 2
. Démontrer : 5
VreR, J(zx) —/2cos(xs1nt)dt
7 Jo
. Etablir : 5 1
VEEN, Vz €R, J(k)(a?):—/2sinktcos(xsint+kz)dt.
m Jo 2

. Montrer que J est strictement décroissante sur [0 ;7] et que J est concave sur [

Tracer Dallure de la courbe représentative de J sur {0 ; g]

0:=
"2

n



5. Montrer :
VikeN Vrer [J®(x)] <1

6.a. Montrer, pour toute application ¢ : [0;1] — R de classe C! et intégrable sur [0;1] :

/Olcos(xu)sO(U)du — 0 et /Olsin(xu)cp(u)du — 0.

r — 400 r — +o0o

6.b. En déduire :
Vien, JH(@) — o

r — +00

PARTIE III : TRANSFORMEE DE LAPLACE DE .J

l.a. Etablir que, pour tout p €]0; 4o0[, Papplication x — J(x)e P* est intégrable sur
(05400

On note : .
L:0;4+0c] — R, p+— L(p) = / J(z)e P¥dx,
0
la transformée de Laplace de .J.

1.b. Montrer : 5 oz .
Vpel0;+o], L(p)=— /2 (/ cos(xsint)e P* dx) dt.
0 0

m
+00
2.a. Calculer, pour tout (p,z) €]0;+00[x[0;+o0[ I'intégrale / cos(zsint)e™* dz.
0
2.b. En déduire : )

P+1

Vpel0;4oo], L(p) =

PARTIE IV : ETUDE BLEMENTAIRE DES ZEROS DE .J

On note :
G:|0; 400 — R, z+— G(z) =z J(2).

1. Montrer que G est deux fois dérivable sur |0; +o0] et que :

Vo el0;+oo], G"(z)+ (1 + %ﬂ)G(x) =0.
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. Montrer que les zéros de J dans ]0; +00o[ sont isolés, c’est-a-dire que, pour tout zéro zq de

J dans ]0; 4o00[, il existe & > 0 tel que J ne s’annule en aucun point de 1’ensemble
(Jzo — a5 20 + a[—{20}) N]0; +o0].

. Soit k € N. On note Iy = [km; (k + 1)7].

On suppose que .J ne s’annule en aucun point de I'intérieur /; de I.

. Montrer que G est de signe strict fixe sur I}.

On note :

W:0; 400 — R, z+— W(z)= (sinz)G'(z) — (cosz)G(x).

Montrer que W est monotone sur I. Calculer W (kr) et W ((k + 1)) et en déduire que
W est nulle sur 'intervalle I;.

. En déduire une contradiction et conclure que .J admet au moins un zéro dans l'intérieur

de Ik.

. Etablir que les zéros de J forment une suite (2k)k>1 strictement croissante et de limite +oo.

En admettant que zp,1 — 2p k—> m, et au vu de tous les résultats précédents, tracer
o0

allure de la courbe représentative de .J sur [0; +oo et I'allure de la courbe représentative
de x — (J(z))? sur [0; oo,

k — %k —k —k —k —k — ok — Kk — k —k —k — k — Kk — k — k — %k — *k — %



