
Ly
�ee La Martini�ere MonplaisirJean-Marie MonierAgr�egation interne de Math�ematiques 2006-2007�Epreuve du samedi 13 janvier 2007Si un(e) 
andidat(e) rep�ere 
e qui lui semble être une erreur d'�enon
�e, il (elle) le signalesur sa 
opie et devra poursuivre sa 
omposition en indiquant 
lairement les raisons desinitiatives qu'il (elle) est amen�e(e) �a prendre.NOTATIONSOn note :� K est un 
orps 
ommutatif, 0 le neutre de l'addition, 1 le neutre de la multipli
ation� n un entier naturel sup�erieur ou �egal �a 2� B = (e1; :::; en) la base 
anonique de Kn� Mn(K) l'alg�ebre des matri
es 
arr�ees d'ordre n �a 
oeÆ
ients dans K� GLn(K) le groupe multipli
atif des matri
es inversibles de Mn(K)� tM la transpos�ee d'une matri
e M� M� la trans
onjugu�ee d'une matri
e M �a 
oeÆ
ients 
omplexes, M� = tM� diag (�1; :::; �n) la matri
e diagonale de Mn(K) ayant sur sa diagonale, dans 
et ordre,�1; :::; �n� diag (A1; :::; Ap) la matri
e diagonale par blo
s ayant sur sa diagonale, dans 
et ordre, lesmatri
es 
arr�ees A1; :::Ap� E un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie� Ve
t (F) le sous-espa
e ve
toriel engendr�e par une famille F� L(E) l'alg�ebre des endomorphismes de E� IdE l'endomorphisme identit�e de E� 0 l'�el�ement nul de K ou une matri
e nulle ou un endomorphisme nul� rg (f) le rang d'un endomorphisme f de E� In la matri
e 
arr�ee identit�e d'ordre n �a 
oeÆ
ients dans K1



� SpK(f) le spe
tre de f , pour f 2 L(E)� SEP (f; �) le sous-espa
e propre de l'endomorphisme f pour la valeur propre � de f ,
'est-�a-dire Ker (f � �IdE)� SpK(A) le spe
tre de la matri
e 
arr�ee A de Mn(K)� �(A) le rayon spe
tral de A 2Mn(C ), 
'est-�a-dire �(A) = Max�2SpC(A) j�j� eM l'exponentielle de la matri
e 
arr�ee M de Mn(C )� � la similitude des matri
es 
arr�ees, d�e�nie pour A;B 2Mn(K) par :A � B () 9P 2 GLn(K); B = PAP�1� �f le polynôme 
ara
t�eristique de l'endomorphisme f de E� �A le polynôme 
ara
t�eristique de la matri
e 
arr�ee A de Mn(K)� �f le polynôme minimal de l'endomorphisme f� �A le polynôme minimal de la matri
e 
arr�ee A de Mn(K)� SEC (f; �) le sous-espa
e 
ara
t�eristique de l'endomorphisme f pour la valeur propre �de f , 
'est-�a-dire Ker ((f � �IdE)�), o�u � est l'ordre de multipli
it�e de la valeur propre �dans le polynôme minimal �f de f� Jk = 0BBBBBB� 0 1 0 : : : 0... 0 1 . . . ...... . . . . . . 0... (0) . . . 10 : : : : : : : : : 0
1CCCCCCA 2Mk(K) pour k 2 N�

� Jk(�) = 0BBBBBB�� 1 0 : : : 0... � 1 . . . ...... . . . . . . 0... (0) . . . 10 : : : : : : : : : �
1CCCCCCA 2Mk(K) pour k 2 N� et � 2 K.Un endomorphisme � de E est dit nilpotent si et seulement s'il existe k 2 N� tel que�k = 0: Si � est un endomorphisme nilpotent de E; on appelle indi
e de nilpoten
ede � le plus petit entier k > 1 tel que �k = 0:Une matri
e 
arr�ee A de Mn(K) est dite nilpotente si et seulement s'il existe k 2 N� telque Ak = 0: Si A est une matri
e 
arr�ee nilpotente, on appelle indi
e de nilpoten
ede A le plus petit entier k > 1 tel que Ak = 0:Tous les 
al
uls matri
iels devront �gurer sur la 
opie.2



PARTIE I : �Etude de la matri
e JOn note i
i J = 0BBBBBB� 0 1 0 : : : 0... 0 1 . . . ...... . . . . . . 0... (0) . . . 10 : : : : : : : : : 0
1CCCCCCA 2Mn(K) et � l'endomorphisme deKn repr�esent�epar J dans la base 
anonique B = (e1; :::; en) de Kn:1.a. Exprimer �(ei) pour tout i 2 f1; :::; ng:1.b. D�eterminer Ker (�); Im (�); rg (�):2. Cal
uler �J .3.a. D�eterminer Jk pour tout k 2 N� .En parti
ulier, montrer : Jn�1 6= 0 et Jn = 0: Que dire alors de J ?Pr�e
iser, pour tout k 2 N� ; le noyau et l'image de �k:�Etablir que la famille (In; J; J2; :::; Jn�1) est libre.Cal
uler �J :3.b. �Etablir que, pour tout q 2 N � f0; 1g; l'�equation M q = J , d'in
onnue M 2 Mn(K), n'aau
une solution.3.
. Montrer que, pour n = 3; l'�equation M +M2 = J; d'in
onnue M 2 M3(R), admet aumoins une solution.4. Pour toute partieM de Mn(K); on note C (M) le 
ommutant de M dans Mn(K); d�e�nipar : C (M) = fA 2Mn(K) ; 8M 2 M; AM = MAg;et, pour toute M 2Mn(K); on note C (M) �a la pla
e de C (fMg):4.a. Montrer : C (J) = Ve
t (In; J; :::; Jn�1):4.b. Pr�e
iser C (C (J)):4.
. A-t-on C (J2) = C (J) ?5. On se propose de d�eterminer tous les sous-espa
es ve
toriels de Kn stables par �:On note, pour tout i 2 f0; 1; :::; ng : Fi = Ve
t ((ek)16k6i): Ainsi :F0 = Ve
t (?) = f0g; F1 = Ve
t (e1); F2 = Ve
t (e1; e2); ::: ; Fn = Ve
t (e1; :::; en):5.a. Montrer que, pour tout i 2 f0; :::; ng; Fi est stable par �:5.b. R�e
iproquement, soit F un sous-espa
e ve
toriel de Kn stable par �, tel que F 6= f0g:1) Montrer que l'ensemble fi 2 f1; :::; ng ; ei 2 Fg n'est pas vide. On note k son plusgrand �el�ement. 3



2) �Etablir : Ker (�k) = F:5.
. Con
lure.6.a. On note P = 0BBBBBBB� 0 : : : : : : 0 1... (0) :� : 1 0... :�: :� : :�: ...0 1 :� : (0) ...1 0 : : : : : : 0
1CCCCCCCA 2Mn(K): Montrer : P 2 = In et PJ = tJP:6.b. En d�eduire : tJ � J:7. Soit (a1; :::; an�1) 2 (K � f0g)n�1: On note L = 0BBBBBB� 0 a1 0 : : : 0... . . . . . . . . . 0... . . . . . . 0... (0) . . . an�10 : : : : : : : : : 0

1CCCCCCA 2Mn(K) etQ = diag (a1a2 � � �an�1; a2 � � �an�1; :::; an�2an�1; an�1; 1):7.a. Montrer : Q 2 GLn(K) et QJ = LQ:7.b. En d�eduire : L � J:7.
. 1) Les matri
es 0B� 0 1 00 0 10 0 01CA et 0B� 0 2 00 0 30 0 01CA de M3(R) sont-elles semblables ?2) Les matri
es 0B� 0 1 00 0 10 0 01CA et 0B� 0 2 00 0 00 0 01CA de M3(R) sont-elles semblables ?8.a. Soient N 2 N� ; a0; :::; aN 2 K; P = NXk=0 akXk 2 K[X℄:Exprimer P (J) sous forme de tableau.8.b. Lorsque K = C ; exprimer eJ sous forme de tableau.

4



PARTIE II : Matri
es 
arr�ees nilpotentesA : Stru
ture des endomorphismes nilpotentsOn admet le r�esultat suivant :Soient E un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie, � un endomorphisme nilpotent de Eautre que 0, N l'indi
e de nilpoten
e de �.Il existe une matri
e et une seule repr�esentant � et diagonale par blo
s de la forme :J = diag (JN ; :::; JN ; JN�1; :::; JN�1; :::; J1; :::; J1);o�u, pour tout k 2 f1; :::; Ng; Jk est pr�esent 
k fois, 
k �etant un entier naturel.La matri
e J 
i-dessus n'est don
 pas la même que 
elle qui intervenait dans la partie I.1. Exprimer, sous forme de matri
es diagonales par blo
s, les matri
es J; J2; J3; :::; JN�1; JN :2. Montrer, pour tout k 2 f1; :::; Ng :rg (�k) = NXi=k+1(i� k)
i:B : Exemples1. On note i
i O = 0B� 0 0 00 0 00 0 01CA ; J = 0B� 0 1 00 0 10 0 01CA ; A = 0B� 0 1 00 0 00 0 01CA ; B = 0B� 0 0 00 0 10 0 01CA 2M3(R):V�eri�er que O; J; A; B sont nilpotentes, que A et B sont semblables, et que O; J; A sontdeux �a deux non semblables.2. Combien y a-t-il de 
lasses de similitude pour les matri
es nilpotentes de M6(R) ?3. On note i
i A = 0BBB� 0 1 0 00 0 1 0�1 0 0 10 1 0 01CCCA 2M4(R) et f l'endomorphisme de R4 repr�esent�e par Adans la base 
anonique B = (e1; e2; e3; e4) de R4 :3.a. Cal
uler A4:3.b. On note u4 = e4; u3 = f(e4); u2 = f 2(e4); u1 = f 3(e4):V�eri�er que U = (u1; u2; u3; u4) est une base de R4 ; pr�e
iser la matri
e de passage P de B�a U et 
al
uler P�1:En notant i
i J = 0BBB� 0 1 0 00 0 1 00 0 0 10 0 0 01CCCA ; montrer : A = PJP�1:5



4. On note i
i B = 0BBB��1 1 1 00 �1 0 1�1 2 1 �10 �1 0 1 1CCCA 2M4(R) et g l'endomorphisme de R4 repr�esent�epar B dans la base 
anonique B = (e1; e2; e3; e4) de R4 :4.a. Cal
uler B2:4.b. On note v1 = g(e1); v2 = e1; v3 = g(e2); v4 = e2:V�eri�er que V = (v1; v2; v3; v4) est une base de R4 , pr�e
iser la matri
e de passage Q de B�a V et 
al
uler Q�1 (tous les 
al
uls doivent �gurer sur la 
opie).Cal
uler g(vi) pour tout i 2 f1; :::; 4g:En notant i
i K = 0BBB� 0 1 0 00 0 0 00 0 0 10 0 0 01CCCA 2M4(R); montrer : B = QKQ�1:
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PARTIE III : R�edu
tion de JordanSoient E un K-espa
e ve
toriel de dimension �nie, n = dim(E): On note f�1; :::; �pg lespe
tre de f . On suppose que le polynôme minimal �f de f est s
ind�e sur K: On note,pour tout i 2 f1; :::; pg; �i l'ordre de multipli
it�e de la valeur propre �i dans le polynômeminimal �f de f , et Ci le sous-espa
e 
ara
t�eristique de f pour la valeur propre �i, d�e�nipar : Ci = SEC (f; �i) = Ker ((f � �iIdE)�i):1. Soit i 2 f1; :::; pg:1.a. Montrer que Ci est stable par f .On note fi l'endomorphisme de Ci induit par f et on note �i = fi � �iIdCi:1.b. Montrer que �i est nilpotent et que son indi
e de nilpoten
e est �i:1.
. En d�eduire qu'il existe une base Ui de Ci dans laquelle �i est repr�esent�e par une matri
ediagonale par blo
s de la forme diag (J�i; :::; J�i ; :::; J1; :::; J1):1.d. Montrer que la matri
e de fi dans Ui est diagonale par blo
s de la formediag (J�i(�i); :::; J�i(�i); :::; J1(�i); :::; J1(�i)):2. �Etablir : E = pMi=1 Ci:3. En d�eduire que la famille U , obtenue en r�eunissant les familles U1; :::;Up dans l'ordre, estune base de E, et exprimer la matri
e de f dans U , appel�ee r�eduite de Jordan de f .On admet qu'il y a uni
it�e d'une r�eduite de Jordan de f , �a l'ordre pr�es des blo
s deJordan.Pour A 2 Mn(K) telle que �A soit s
ind�e sur K; on appelle r�eduite de Jordan de Ala r�eduite de Jordan d'un endomorphisme repr�esent�e par A. On admet qu'il y a uni
it�ed'une r�eduite de Jordan de A, �a l'ordre pr�es des blo
s de Jordan.4. Soient A;B 2 Mn(K) telles que �A ou �B soit s
ind�e sur K: D�emontrer que, pour queA et B soient semblables, il faut et il suÆt que A et B admettent la même r�eduite deJordan, �a l'ordre pr�es des blo
s de Jordan.5. Cal
uler la r�eduite de Jordan de A = 0BBBBB��1 �2 �3 �3 �30 1 1 0 00 0 1 1 11 1 1 2 3�1 �1 �1 �1 �2
1CCCCCA 2M5(R):
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PARTIE IV : Quelques appli
ations de la r�edu
tion de Jordan1. �Etablir : 8A 2Mn(C ); tA � A:2.a. Soient p; q 2 N� ; A 2Mp(K); B 2Mq(K) telles que �A et �B soient s
ind�es sur K;JA (resp. JB) la r�eduite de Jordan de A (resp. B). Montrer que la r�eduite de Jordan de�A 00 B � est � JA 00 JB � �a l'ordre pr�es des blo
s de Jordan.2.b. Soient p; q 2 N� ; A; A0 2Mp(K); B; C 2Mq(K) telles que �A et �B soient s
ind�es sur K:On suppose A � A0 et �A 00 B � � �A0 00 C � : D�emontrer : B � C:3.a. Cal
uler, pour tout (�; k) 2 C � N; (Jn(�)k:3.b. En d�eduire, pour tout � 2 C :(Jn(�))k �!k1 0 () j�j < 1:3.
. Soit A 2Mn(C ): D�emontrer :Ak �!k �! +1 0 () �(A) < 1:� � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � � �
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