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Si un(e) candidat(e) repére ce qui lui semble étre une erreur d’énoncé, il (elle) le signale
sur sa copie et devra poursuivre sa composition en indiquant clairement les raisons des
initiatives qu’il (elle) est amené(e) & prendre.

NOTATIONS

On note :
e K est un corps commutatif, 0 le neutre de ’addition, 1 le neutre de la multiplication
e n un entier naturel supérieur ou égal a 2
e B=(ey,...,e,) la base canonique de K™
e M, (K) l'algebre des matrices carrées d’ordre n a coefficients dans K
¢ GL,(K) le groupe multiplicatif des matrices inversibles de M, (K)
e "M la transposée d'une matrice M
e M* la transconjuguée d’une matrice M a coefficients complexes, M* = ‘M

e diag (A, ..., \,) la matrice diagonale de M, (K) ayant sur sa diagonale, dans cet ordre,
M. Ay

e diag (A4, ..., A,) la matrice diagonale par blocs ayant sur sa diagonale, dans cet ordre, les
matrices carrées Aj,...A,

e F un K-espace vectoriel de dimension finie

e Vect (F) le sous-espace vectoriel engendré par une famille F

e L(FE) l'algebre des endomorphismes de E

e I[d; 'endomorphisme identité de E

e ( I’élément nul de K ou une matrice nulle ou un endomorphisme nul
e rg (f) le rang d'un endomorphisme f de E

e [, la matrice carrée identité d’ordre n a coefficients dans K



e Spi(f) le spectre de f, pour f € L(E)

e SEP (f,\) le sous-espace propre de I’endomorphisme f pour la valeur propre A de f,
c’est-a~dire Ker (f — Aldg)

e Spy(A) le spectre de la matrice carrée A de M,,(K)

e p(A) le rayon spectral de A € M,,(C), c’est-a-dire p(A) = /\I\S/Ia%(A) RY
€5pP¢

e ¢ T'exponentielle de la matrice carrée M de M,,(C)

e ~ la similitude des matrices carrées, définie pour A, B € M,,(K) par :

A~B <= 3P cGL,(K), B=PAP!

e X7 le polynome caractéristique de I’endomorphisme f de E

e x4 le polynome caractéristique de la matrice carrée A de M, (K)
e ¢ le polynome minimal de ’endomorphisme f

e 74 le polynome minimal de la matrice carrée A de M,,(K)

e SEC(f,\) le sous-espace caractéristique de I’endomorphisme f pour la valeur propre A
de f, c’est-a-dire Ker ((f — Aldg)*), on u est ordre de multiplicité de la valeur propre A
dans le polynome minimal 7y de f

0 1 0 ... 0
L0 1 .
o J, = ' 0 | € My(K) pour k € N
(0) 1
0 ... ... 0
A1 0 ... 0
D U B
o Jy(\)=|: . . 0| e ME(K) pour k € NFet A€ K.
. (0) U |
0 ... .. ...0A

Un endomorphisme v de E est dit nilpotent si et seulement s’il existe k& € N* tel que
v¥ = 0. Si v est un endomorphisme nilpotent de E, on appelle indice de nilpotence
de v le plus petit entier k > 1 tel que v* = 0.

Une matrice carrée A de M,,(K) est dite nilpotente si et seulement s’il existe k£ € N* tel
que A¥ = 0. Si A est une matrice carrée nilpotente, on appelle indice de nilpotence
de A le plus petit entier £ > 1 tel que A¥ = 0.

Tous les calculs matriciels devront figurer sur la copie.



1.a.
1.b.

3.a.

3.b.

4.a.
4.b.
4.c.

5.a.
5.b.

PARTIE I : ETUDE DE LA MATRICE .J

0 1 0 ... 0
0 1 7 :
Onnoteici J = | : . . 0| € M,(K) et v ’endomorphisme de K™ représenté
. (0) U
0 ... 0

par J dans la base car-l(-);liq.u.e. B.: (e1,...,e,) de K™,
Exprimer v(e;) pour tout i € {1,...,n}.

Déterminer Ker (v), Im (v), rg(v).

Calculer x .

Déterminer .J* pour tout k € N*.

En particulier, montrer : J"~! #£0 et J" = 0. Que dire alors de .J ?
Préciser, pour tout & € N*, le noyau et I'image de v*.

Etablir que la famille (L, J, J?, ..., J"7") est libre.

Calculer 7.

Etablir que, pour tout ¢ € N — {0,1}, ’équation M? = J, d’inconnue M € M, (K), n’a
aucune solution.

. Montrer que, pour n = 3, Péquation M + M? = J, d’inconnue M € M;3(R), admet au

moins une solution.

Pour toute partie M de M,,(K), on note C (M) le commutant de M dans M,,(K), défini
par :
CM)={AeM,(K);VM e M, AM = MA},

et, pour toute M € M, (K), on note C (M) a la place de C ({M}).
Montrer : C (J) = Vect (I, J, ..., J*7).

Préciser C (C (J)).

A-t-on C(J*) =C(J) ?

On se propose de déterminer tous les sous-espaces vectoriels de K™ stables par v.
On note, pour tout i € {0,1,...,n} : F; = Vect ((ex)1<k<i). Ainsi :

Fy = Vect (o) = {0}, F; = Vect(ey), F»= Vect(ey,es), ..., F, = Vect (e, ...,en).

Montrer que, pour tout i € {0,...,n}, F; est stable par v.

Réciproquement, soit F' un sous-espace vectoriel de K™ stable par v, tel que F' # {0}.

1) Montrer que I’ensemble {i € {1,...,n}; e; € F'} n’est pas vide. On note k son plus
grand élément.



6.b.

7.a.
7.b.

8.b.

. 1) Les matrices (

2) Etablir : Ker (V%) = F,

. Conclure.
0 ... 0 1
:(0) 1
.Onnote P=1|: .. .. .. :|€eM,(K). Montrer: P> =1, et PJ = "JP.
0o 1 .- (0) :
1 0 ... ... 0

En déduire : 'J ~ J.

0 a1 0

Soit (ay, ...,an—1) € (K —{0})" 1. On note L = | : o0 | e M (K) et
(0) Ap—1
0 ... ... ... 0

Q = diag (a1ag -y 1, G2 - Ay 1, ey Q2G5 1, Gy 1, 1).

Montrer : @ € GL,(K) et QJ = LQ.

En déduire : L ~ .J.

)

) de M3(R) sont-elles semblables ?

oo o=

0 0
1 0
0 0
0 0
1 0
0 0

o O N S O N
oo o o W o

0

0
0

2) Les matrices | 0 de M;(R) sont-elles semblables 7
0

N
. Soient N € N, ag, ...,ay € K, P=Y_ ;X" € K[X].

k=0
Exprimer P(.J) sous forme de tableau.

Lorsque K = C, exprimer e’ sous forme de tableau.



PARTIE II : MATRICES CARREES NILPOTENTES

A : Structure des endomorphismes nilpotents

On admet le résultat suivant :

Soient E un K-espace vectoriel de dimension finie, v un endomorphisme nilpotent de E
autre que 0, N l'indice de nilpotence de v.

Il existe une matrice et une seule représentant v et diagonale par blocs de la forme :
J = dlag (JN, ey JN; JN,I, ceey JN,I, ceey JI, ceey JI),
ou, pour tout k € {1,..., N}, Ji est présent 7 fois, 7 étant un entier naturel.

La matrice J ci-dessus n’est donc pas la méme que celle qui intervenait dans la partie I.
Exprimer, sous forme de matrices diagonales par blocs, les matrices .J, J2, .J3, ..., JV=1 JV,

Montrer, pour tout k£ € {1,..., N} :

B : Exemples

0 0 0 0 1 0 0 1 0 0 0 0
Onnoteici O=|(0 0 0], J=|0 0 1|, A=]0 0 O0O|,B=|0 0 1

0 0 0 0 0 O 0 0 0 0 0 O
Vérifier que O, J, A, B sont nilpotentes, que A et B sont semblables, et que O, J, A sont

deux & deux non semblables.

Combien y a-t-il de classes de similitude pour les matrices nilpotentes de Mg(R) 7

0 1 0 O
.. 0 0 1 0 , . 4 , ,
On note ici A = 10 0 1|F€ M, (R) et f ’endomorphisme de R* représenté par A
0 1 0 O
dans la base canonique B = (ey, €9, €3, €4) de R.

3.a. Calculer A*.

3.b.

On note uy = e4, uz = f(eq), us = f2(eq), uy = f3(eq).
Vérifier que U = (uy, us, u3, uq) est une base de R*, préciser la matrice de passage P de B
a U et calculer P71,

En notant ici J = , montrer : A= PJP L

o O OO
o O O
OO = O
O = OO



-1 1 1 0
4.  On note ici B = _01 _21 ? _11 € My4(R) et g 'endomorphisme de R! représenté
0O -1 0 1
par B dans la base canonique B = (ey, ey, €3,e4) de R,

4.a. Calculer B2.

4.b. On note v; = g(ey), vy = €1, v3 = g(ez), vy = €.
Vérifier que V = (v1, v, v3,v4) est une base de R, préciser la matrice de passage Q de B
a Vet calculer Q=" (tous les calculs doivent figurer sur la copie).

Calculer g(v;) pour tout 7 € {1,...,4}.

0 1 0 O

. 0000 B

En notant ici K = 000 1|€ M,(R), montrer : B = QKQ .
0 0 0 O



1.b.
1.c.

1.d.

PARTIE III : REDUCTION DE JORDAN

Soient E' un K-espace vectoriel de dimension finie, n = dim (E). On note {Ay,...,\,} le
spectre de f. On suppose que le polynome minimal 7; de f est scindé sur K. On note,
pour tout ¢ € {1,...,p}, u; Pordre de multiplicité de la valeur propre \; dans le polynome
minimal 7, de f, et C; le sous-espace caractéristique de f pour la valeur propre \;, défini
par : C; = SEC (f, \;) = Ker ((f — \iIdg)*).

Soit 7 € {1, ..., p}.

. Montrer que C; est stable par f.

On note f; 'endomorphisme de C; induit par f et on note v; = f; — \;Id¢,.
Montrer que v; est nilpotent et que son indice de nilpotence est ;.

En déduire qu’il existe une base U; de C; dans laquelle v; est représenté par une matrice
diagonale par blocs de la forme diag (J,,, ..., Ju, ..o, J1y ..oy J1).

Montrer que la matrice de f; dans U; est diagonale par blocs de la forme

d1ag (']M ()\l), ceey Jﬂz()‘l)’ ceey Jl()\z); ceey JI()\z))

i

P
Etablir : E = @ C;.
i=1

En déduire que la famille ¢/, obtenue en réunissant les familles U, ..., U,, dans ’ordre, est
une base de F, et exprimer la matrice de f dans U, appelée réduite de Jordan de f.

On admet qu’il y a unicité d’'une réduite de Jordan de f, a 'ordre pres des blocs de
Jordan.

Pour A € M,,(K) telle que x4 soit scindé sur K, on appelle réduite de Jordan de A
la réduite de Jordan d’un endomorphisme représenté par A. On admet qu’il y a unicité
d’une réduite de Jordan de A, & ’ordre pres des blocs de Jordan.

Soient A, B € M,,(K) telles que x4 ou xp soit scindé sur K. Démontrer que, pour que
A et B soient semblables, il faut et il suffit que A et B admettent la méme réduite de
Jordan, a ’ordre pres des blocs de Jordan.

-1 -2 -3 -3 -3
0 1 1 0 0
Calculer la réduite de Jordande A=] 0 0 1 1 1 | € M;(R).
1 1 1 2 3
-1 -1 -1 -1 =2



2.b.

3.a.
3.b.

PARTIE IV : QUELQUES APPLICATIONS DE LA REDUCTION DE JORDAN

Etablir : VA € M,(C), ‘A~ A.

. Soient p,q € N*, A € M,(K), B € M,(K) telles que x4 et xp soient scindés sur K,

J4 (resp. Jp) la réduite de Jordan de A (resp. B). Montrer que la réduite de Jordan de

A 0 JA 0 R B N
< 0 B) est ( 0 JB) a l'ordre pres des blocs de Jordan.

Soient p,q € N, A, A" € M,(K), B,C € M,(K) telles que x4 et xp soient scindés sur K.

!
On suppose A ~ A’ et (61 g) ~ (% 2’) . Démontrer : B ~ C.

Calculer, pour tout (A, k) € C x N, (J,(\)".
En déduire, pour tout A € C :

(Jo(\)" — 0 = Pl<l.

. Soit A € M,,(C). Démontrer :

AP 0 = p(A) < 1.

k — +oo

 — %k —k —k —k —k — ok — Kk — k —k —k — k — Kk — k — k — Kk — *k — %



