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i
e 1.Analyse et géométrie :Préliminaire : rappels de résultats simples.1,2 et 3 sont indépendantes.Soit E un espa
e normé de dimension �nie. On note d(x; y) = kx� yk. Soit A un 
ompa
t de E.On note D(x;A) = supa2A d(x; a).1.a. Montrer que D(x,A) existe et qu'il existe � 2 A tel que D(x,A) = d(x; �).1.b. Montrer que 8x; y 2 E2; jD(x;A) �D(y;A)j � d(x; y). Que dire de x! D(x;A) ?2. Soit f : R2 ! R telle que i)f 
ontinue et ii) f(x)! +1 quand kxk ! +1.Montrer que f admet un minimum atteint. (solution dans 
ours de jmm fon
tions de plusieurs variables).3. On rappelle que toute suite d'un 
ompa
t admet une sous suite 
onvergente..Partie I : 
er
le entourant un 
ompa
t.Soit K un 
ompa
t de R2 non réduit à un point, R2 étant muni de la norme eu
lidienne.On note �(X; r) (resp.�(X; r)) le 
er
le (resp. le disque fermé) de 
entre X et de rayon r.1. Soit X 2 R2 �xé ; montrer qu'il existe un 
er
le �(X; �(X)) de rayon �(X) minimum entourant K, 
'est àdire K � �(X; �(X). Véri�er que �(X) = D(X;K).2. Montrer qu'il existe un 
er
le � au moins entourant K et de rayon minimum. (i
i, le 
entre n'est plusimposé).3. Montrer l'uni
ité de � en raisonnant par l'absurde.* * *On appellera 
e 
er
le �, de rayon R le 
er
le 
ir
ons
rit à K. Constater que par un 
hangement de repère,son équation peut s'é
rire x2 + y2 = R2. * * *4.a. Soit (an) une suite réels < 0 telle que (an)! 0.En 
onsidérant les 
er
les �n(an;R), montrer que 8n 2 N, il existe au moins un point Pn(xn; yn) tel quex2n + y2n � R2 et (xn � an)2 + y2n > R2. Véri�er alors que 2xn � an � 0.4.b. En déduire qu'il existe au moins un point P(x; y) 2 K tel que x2 + y2 = R2 et x � 0.4.
. Montrer que tout demi 
er
le de � ren
ontre K.4.d. Montrer que �\K 
ontient au moins 2 points et en général 3. A quelle 
ondition peut t'on n'avoir que2 points ?4.e. Donner un exemple où �\K est réduit à 2 points et un exemple où il est in�ni.5. K est i
i un triangle plein ABC. Le 
er
le � est il le 
er
le 
ir
ons
rit, au sens habituel, à ABC. Faire desdessins.Partie II : sous groupe d'isométries a�nes.Soit K un 
ompa
t, � le 
er
le de 
entre 
 
ir
ons
rit à K.1.a. Soit f une isométrie a�ne telle que f(K) � K et on fait l'hypothèse que f(K) 6= K. Soit b 2 K� f(K).Montrer que d(b; f(K)) > 0.(I
i, d(b; f(K)) = infy2f(K) d(b; y)).1.b. En utilisant la suite bn = f Æ f Æ :::: Æ f(b), (n fois f), montrer que d(b; f(K)) > 0 est absurde. Con
lure.



* * * les 3 questions qui suivent ne font plus appel à l'analyse.* * *2. Montrer que l'ensemble G des isométries a�nes telles que f(K) � K a une stru
ture de groupe pour laloi Æ.3. Soit f 2 G. Montrer que f(�) = �, puis que f(
) = 
. En déduire que les éléments de G ont un point�xe 
ommun.4. Trouver un exemple simple où un tel point n'est pas unique.Exer
i
e 2.Intégrales, suites de fon
tions et polyn�mes trigonométriques :Soit C l'espa
e des fon
tions 
ontinues de R dans C , C2� l'espa
e des fon
tions 
ontinues 2�� périodiques etEn les fon
tions polyn�mes de degré � n.Partie A. ( propriétés algébriques. simple !). On dé�nit pour a > 0; f 2 C; ma(f)(x) = 12a Z x+ax�a f(t) dt1. Constater que ma est un endomorphisme de C. Cara
tériser le noyau. Est il surje
tif ?2.a. Dans la suite de A, on restreint ma à En. Montrer que ma 2 L(En).2.b. En examinant la matri
e de ma dans la base 
anonique de En, trouver le spe
tre de ma.3.a. Montrer que si degré(f)= 2, f n'est pas ve
teur propre de ma.3.b.Montrer que si f est ve
teur propre , alors f 0 aussi. Pré
iser le sev de En propre de ma.Partie B . (simple !)On suppose que f 2 C est à support borné : 9A > 0 tel que jxj � A =) f(x) = 0.Montrer que ma(f) est aussi à support borné et que Z A+a�A�a(ma(f))(t) dt = Z A�A f(t) dt.Partie C . (on pose a = 1n). On dé�nit pour n 2 N� ; f 2 C; �n(f)(x) = n2 Z x+ 1nx� 1n f(t) dt1. Montrer que �n(f) tend vers f simplement sur R.2. On suppose que f est uniformément 
ontinue sur R. Montrer que �n(f)! f uniformément sur R.3. Cal
uler �n(f) quand f(x) = x2 et f(x) = ex et étudier la 
onvergen
e uniforme dans 
haque 
as.4. Dans la suite, f 2 C2�. Montrer que �n(f) 2 C2�. Quel est le type de 
onvergen
e de �n(f) ?5. On note pour p 2 Z; 
p(f) et 
p(�n(f)) les 
oe�
ients de Fourier exponentiels de f .5.a. Montrer que pour p 2 Z�; 
p(�n(f)) = np sin( pn)
p(f). (-Utiliser le lien entre 
p(�n(f)) et 
p(((�n(f))0)-)5.b. Montrer que 
0(�n(f)) = 
0(f). (On pourra utiliser Fubini).6. Soient k; n 2 N� . On dé�nit Pn;k(x) = 
0(f) + kXp=�k;p6=0 np sin( pn)
p(f)eipx.6.a. Que dire de la 
onvergen
e de la suite (Pn;k)k ?6.b. Montrer 8" > 0; 9(N;K) 2 N�2 tels que 8k � K;8x 2 R; jf(x) � PN;k(x)j < ". Que retrouve t-on ?* * *Commentaire : 
e travail me semble plus fa
ile que le devoir du 18/10 ! ge
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