Tronc Commun Math Polytech Grenoble, 2023-2024

Examen
Calculatrices ainsi que deux feuilles A4 recto verso manuscrites. La qualité de la rédaction et de
l’argumentation sera prise en compte dans la notation. Attention, aucun point ne sera donné
pour une réponse sans détail de calcul ou justification. Le bareme est indicatif et
susceptible d’évoluer.

Exercice 1 (COMPLEXES — 1 PTS)
Trouver, en détaillant les calculs, toutes les solutions complexes de I’équation 22 — 2z + (1 — i) = 0.

Exercice 2 (LINEARISATION — 1 PTS)
Soit # € R. Linéariser, en détaillant les calculs, (sin())°.

Exercice 3 (MATRICES — 2 PTS)

1. Inverser, en détaillant les calculs, la matrice suivante.

1 0 1
A=12 -1 1
1 2 1

2. Calculer, en détaillant les calculs, le determinant suivant.

1 0 1 O
11 1 0
2 =2 2 =2
-1 3 -2 3

Exercice 4 (SOUS-ESPACES VECTORIELS — 1 PTS)
Pour chacun des deux ensembles suivants, dire en le justifiant si c’est une sous-espace de R? et si
oui, en donner une base et sa dimension.

Fy={(z,y,2) eER* |z —y =1} et Fy={(z,y,2) ER* |z +y—2=0et 2v +y+ 2 =0}

Exercice 5 (UNE APPLICATIONS LINEAIRES — 4 PTS)
Soit E' =Ry[X] et f: E — Ry[X] 'application linéaire défine pour tout P € E par

f(P)=XP — XP®(0).
1. Calculer Im f et Ker f en donnant une base et la dimension.

2. Donner la matrice de f dans la base (1, X, X?).

3. Justifier que (1,1+ X, 1+ X + X?) est une base de Ry[X] et donner la matrice de f sans cette
base.



Exercice 6 (DIAGONALISATION — 4 PTS)

1 1 —1
Soit A= 1 1 1
-1 1 1

1. Calculer, en détaillant les calculs, le polynome caractéristique x4 de A.
Montrer que les valeurs propres de A sont —1 et 2 et donner la multiplicité de chacune.

Donner, en le justifiant, une base pour chacun des espaces propres de A.

- W

En déduire que A est diagonalisable et donner une matrice de changement de base P et une
matrice diagonale D telle que P~'AP = D.

Exercice 7 (PRIMITIVES ET INTEGRALES — 2 PTS)

/2
1. Calculer / cos(x)In [1 4 cos(z)] dz.
0

2. Calculer/ 2* In(z)dx.
1

Exercice 8 (FRACTIONS RATIONNELLES — 2 PTS)
En détaillant les calculs, déterminer partie entiere et décomposition en éléments simples des fractions
rationnelles suivantes :

1

R P ) Ty

5 222 + 22 +5
T2 —3x+2

Exercice 9 (EQUATIONS DIFFERENTIELLES — 2PTS)
Résoudre les équations différentielles suivantes.

L. y/(t) — 2ty(t) = —(2t — 1)€.
2. y'(t) — 4y (t) + 3y(t) = (2t + 1)e .

Exercice 10 (SURPRISE !)
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