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Feuille de TD 1
Complément sur les anneaux

Polynémes en n indéterminées

Exercice 1 (FONCTIONS POLYNOMIALES)
Soient k£ un corps infini et n € N*.

1. Soient Iy,...,I, des parties infinies de k. Montrer que si P € k[Xy,...,X,] vérifie P(x1,...,2,) = 0 pour tout
(z1,...,zn) € [T I;, alors P = 0.

2. Montrer que k™ n’est pas une réunion finie d’hypersurfaces.

3. Soient A, B € M,(k) deux matrices de taille n & coefficient dans k. On souhaite montrer que AB et BA ont le
méme polynéme caractéristique. Etant donné ¢ € {0,...,n — 1}, on note f; le coefficient de X* dans la différence
(xaB — xBA)(X), ou A € M, (k) est fixée. En particulier, f; est une fonction polynomiale en les coefficients (b; ;) de
B. On note Fy € k[X;; : 1 <4,j < n] son polynéme associé.

(i) Montrer que si B est inversible, alors xap = xpa et donc f, = 0.

(ii) En déduire la nullité du produit Fydet € k[X;; : 1 <i,5 < n] pour tout £ € {0,...,n— 1}, ot det est le polynéme
obtenu par le calcul du determinant de la matrice (X; ;)1<i j<n-

(iii) Conclure.

Exercice 2 (CAYLEY-HAMILTON PAR PROLONGEMENT D’IDENTITE)
Soit A un anneau unitaire commutatif et soit n € N.

1. Montrez que pour tout M € M,,(C), xar(M) = 0. On pourra utiliser le fait que les matrices diagonalisables sont denses
dans M, (C).

2. En déduire que pour tout M € M, (A), xar(M) = 0. On pourra essayer de montrer que x37(M) est nul pour M une
matrice bien choisie a coefficient dans l’algebre de polynémes Z[X; 1, X1.2,. .., Xn.n]-

Exercice 3 (NON-INTEGRITE DES FONCTIONS POLYNOMIALES A COEFFICIENTS DANS UN CORPS FINI)
Soit k£ un corps fini de cardinalité q. On admettra que k est I’ensemble des racines du polynéme X7 — X.
Soit ¢: k[X1,...,X,] = F(k™, k) le morphisme associant & un polynéme la fonction polynomiale correspondante.

1. Montrer que ker(¢) = (X{ — X1,..., X1 — X,,).

2. Montrer que ¢ est surjective.

Exercice 4
Soit A un anneau commutatif. Montrer que pour tout (ai,...,a,) € A™, l'idéal des polynémes de A[X;,...,X,] qui
s’annulent en (aq,...,a,) est (X1 —aq,..., X, — an). Cet idéal est-il maximal?

Polynomes symétriques et relations entre les racines et les coefficients
Exercice 5 (POLYNOMES ALTERNES ET SYMETRIQUES)

1. Soit P € Z[X1,...,X,] tel que pour tout couple (7, 7) avec i < j on ait P(X1,..., X, ..., X1, X4, Xjq1,...,Xp) =0.
Montrer que [, ,;(X; — X;) divise P.

2. Soit P € Z[X,Y] symétrique tel que (X — Y)|P. Montrer que (X — Y)?|P.
Exercice 6 (POLYNOMES SYMETRIQUES HOMOGENES)

Soit A un anneau commutatif integre. Exprimer ), oy XfXj et >
comme polyndémes en les polynomes symétriques élémentaires.

X;X;)? dans A[Xq,...,X,] avec n = 3 oun = 4,

i<

Exercice 7
Soit A un anneau commutatif integre et

I={(i,j.k)€{l,2,....n}3 i ji#kj#k}

Exprimer 2(7 S R)El X; X jX,f comme polyndéme en les polynémes symétriques élémentaires.



Exercice 8 (FORMULES DE NEWTON)
Soit A un anneau commutatif integre de caractéristique plus grande que n. Pour tout £ € N*, on note Sp = Y i, X! la f-eme

somme de Newton dans A[X7, ..., X,], et pour £ € {1,...,n}, oy le £-eme polyndéme symétrique élémentaire en Xi,..., X,,.
Soit P(T) =1, (1 — TX;) € A[Xq,..., X,][T].

1. Montrer que
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2. En déduire les identités de Newton:
(i) sil < <n-—1,alors Sy + Zf:ll(—l)iang_i + (=1%o, = 0,
(ii) si £ >n, alors Sp+ > (—=1)'0;Se—; = 0.

3. En déduire que A[Xy, ..., X,]% = A[S1,..., Sn].

4. On va considérer Papplication suivante. Soient A, B € M, (C). Montrer que A et B ont le méme polynéme car-
actéristique si et seulement si pour tout £ € {1,...,n}, tr(A%) = tr(B).

5. En déduire que A est nilpotente si et seulement si pour tout £ € {1,...,n}, tr(A%) = 0.

Exercice 9 (DISCRIMINANT D’UNE EQUATION CUBIQUE)
Soient K un corps et (a;)1<;<3 les racines du polynéme cubique X? + pX + ¢ € K[X]. Déterminer en fonction de p et ¢
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2. Le discriminant A = HK]-(ai — ;).

Exercice 10 (ORBITE ET STABILISATEUR)

Soit A un anneau commutatif inteégre et N > 4 entier. Déterminer orbite et le stabilisateur des polynémes suivants dans
A[Xl, . ,XN] sous l'action de SN : XlXQ, X2X3X4, X1X2 + X3X4.

Exercice 11 (SIGNATURE D’UNE PERMUTATION)
Soit m > 2. On rappelle que la signature e(o) de la permutation o € S,, est la parité de son nombre d’inversions, i.e.

o(j)—o(i
()= I =00
1<i<j<n J
On note 0 =[], o<, (X; — Xi) € Z[ Xy, ..., Xa].
1. Soit o € S,,, déterminer o - 4.

2. En déduire que la signature est un morphisme de groupes S,, — {£1}. En particulier, la parité du nombre de
transpositions dans toute décomposition de o donnée ne dépend pas de la décomposition.

Exercice 12 (OPERATIONS SUR LES ENTIERS ALGEBRIQUES )
On appelle entier algébrique un nombre complexe qui est racine d’un polynéme unitaire a coefficients entiers. On note A
I’ensemble des entiers algébriques, on va montrer dans cet exercice que c’est un anneau.

1. Montrer que Q NA =Z.

2. Soient P,Q € Z[X] deux polynémes unitaires de degré n et m respectivement et de racines complexes (a;)1<i<n €t
(bj)1<j<m- On pose

est & coefficients dans Z[X]. En déduire que S € Z[X].

3. Soit P € Z[X,Y] I'homogénéisé de P. Montrer que T' = H;n:l P(X,bj). Avec un raisonnement similaire & celui de la
question précédente, montrer que T' € Z[X].

4. En déduire que A est un sous-anneau de C.

5. Déterminer un polyndéme unitaire & coefficients dans Z[X] dont V3 4+ /7 est racine.



