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TD 6 :

Rappels (Cours-TD)

0) On note ey (x) = e et si g : R — C est 27w-périodique, intégrable sur [—7, 7] et n € Z,m € N

1 [ :
ses coefficient de Fourier sont ¢y, (g) =< g,en >= > / g(z)e " dx et
™
—T

am(g) = %/ g(x) cos(mz)dx et by(g) = %/ g(x) sin(max)dx

—1T —T

a) Si g est Papplication conjuguée x — g(z) et m € N, établir les relations

@) = em(9)) = glam(9) + ibm o)

b) Prouver que, si g est & valeurs réelles am (g), bm (g) € R sont réels, et toujours bo(g) = 0 et

N

N
. 1
Z cn(g)e’™® = —an(g) + Z am(g) cos(mz) 4+ by, (g) sin(mz) , et si N > 0
n=—N m=0

N
= Ja0(0) + Y arnl9) cos(ma) + b () sin(ma)
m=1

¢) Prouver que si g est paire (resp. impaire) alors pour tout entier naturel m € N on a by, (g) =0
(resp. am(g) = 0). La réciproque est-elle vraie?
d) Soit h: R — C,h(z) = g(~x), gp=3lg+h],9i = 3lg— hl.
Prouver que h, gp, g; sont 2w-périodiques intégrables sur [—m, ], que g, est paire, g; impaire et que
on a g = gp +gi et pour tout n € Z,m € N, cn(h) = c—n(9), am(g) = am(gp), bm(g) = bm(g:)-
d) Soit Te Ret gr : R— C,g,(z) =gz — 7).
Prouver que g, est 2m-périodique intégrable sur [—7, 7] et pour tout n € Z, ¢n(g-) = cn(g)e

—inT

Quelques calculs de série de Fourier

1) a) Prouver que toute fonction Riemann intégrable f : [0, 7] — C se prolonge uniquement & R,
en une fonction 27 périodique et paire, notée f, et que

al) Pour tout m € N on a am(fp) = %foﬂ f(x) cos(mz)dx et by (fp) = 0.

b) Dans les cas f(z) = z, 22, sin(z), | cos(x)|, z sin(x), z cos(z), (1 + cos(x)), e,

tracer le graphe et déterminer les coefficients am (fp) de cette extension paire de f.
o0

¢) Dans chacun des cas de b) vérifier que la série de Fourier E am (fp) est normalement, donc

m=0
uniformément, convergente. Que vaut la somme?
d) Prouver qu’il y a des réels a, 3,7 (et donnez leurs valeurs) tels que si f(z) = az?® + Bz + v
oo

1

m2’
m=1

alors ag(fp) =0et, sim > 0,am(fp) = # En déduire la valeur de la série

2) a) Soit g : R — R continue, 27-périodique dont la restriction gj, 442,] & un intervalle [a, a + 27]
de longueur 27 est de classe C2.

Prouver qu’il y a une constante K telle que pour tout n 7# 0 on ait |cn(f)] < n%

b) Le résultat a) explique-t-il les convergences observées en 1)c)?
1

c) Etendre a) au cas ol g (toujours continue 2m-périodique) est C? par morceaux'.

d) Soit € > 0. Etendre a) au cas ol g est C'T¢ par morceaux?.

3) a) Prouver que si f : [0, 7] — C est Riemann-intégrable alors f|g »| a un unique prolongement a
R, qui est 27 périodique et impaire et, si on note f; ce prolongement, que :
al) Pour tout m € N on a am (fi) =0 et b (fi) = % foﬂ f(z) sin(mz)dzx.
b) Dans les cas f(z) = 1, z,x2,sin(x), | cos(x)|, z sin(z), x cos(x), (1 + cos(z)), €%,

tracer le graphe et déterminer les coefficients by, (f;) de cette extension impaire de f|)o,~[-

est C2.
] est

Lilyaa=ag<---<any=a+ 27 tels que pour 1 < k < N la restriction 9lap_1,a1]

2ilyaa=ag< - -<ay=a+ 2m tels que pour 1 < k < N la restricition g5 = g

Ak —1:0k
de classe C! et il y a K, tels que pour tout @, a’ € [ax_1,ax] on a |g) (z) — g (z/)] < Ky|z —'|°.



Suite du TD 6 et compléments

Deux lemme sur les fonctions Riemann-intégrables

4) Soit f,g: [a,b] — C Riemann-intégrables sur un intervalle [a, b]. Sur [a, b] on définit F, G :
F(z) = [T f(t)dt,G(x) = [T g(t)dt et pose [FG] = F(b)G(b) — F(a)G(a).
a) Prouver que F' et G sont continues (donc Riemann-intégrables ). Sont-elles dérivables?
b) Etablir, en écrivant, si a=ag <---<an =b est une subdivision de [a, b], F'(b)G(b) — F(a)G(a)=

= Z,Ij:lF(ak)[G(ak) —G(ag—1)]+ [F(ar) — F(ag—1)]G(ak—1), et considérant, pour 1 < k < N,
les oscillation ug, v, de f et g sur [ax_1,ax], la formule d’intégration par parties :

b b
[FG]ZZ/ F(w)g(w)der/ f(2)G(z)dz

Intégration de séries de Fourier

5) Soit g : R — C une fonction 2w-périodique, Riemann-intégrable sur [—m, 7].
xT

a) Prouver que G: R — C,G(z) = g(t)dt est 2m-périodique si et seulement si

co(g)=0

b) En ce cas, calculer les coefficients de Fourier de G (qui d’aprés 4)a), est aussi continue).
c¢) En considérant la fonction fj, de 1)d), calculer, pour k = 1, 2, 3 la somme des séries de Riemann

oo
1
1 J—
Z (2m+1)2k+1 ¢ Z (2m)2k
m=1

Majorations de la dérivée d’un polynoéme trigonométrique

N
6) Soit P(x) = E anen un polynome trigonométrique de degré au plus NV.

n=—N
a) Prouver que si |m| > N alors P x ey, = 0.
1 N-1 k
b) On note Ky_1 = N Z Z en le noyau de Fejer de degré N — 1.
k=0 n=—k

Montrer (en ne se contentant pas de remplacer n par N — 1 dans les formules du cours!)

«— k] 1 sin()\2 1 [T
Ky-_1(z) = Z (I_W)ek_ﬁ{ﬁ(i)} ; ;/ Kn-i1(z)dz =1
2 —

¢) Déduire, si L(z) = 2NKy_1(z)sin(Nz), de a) et la premiére formule de b) la relation
P =—-PxL

d) Déduire des deux dernieres formules de b) la majoration ﬁ f |L(z)|dx < 2N.

e) Prouver que pour tout « € R on a la majoration :

|P'(x)| < 2N sup |P(t)|
te[—m,m)



