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TD 4 :

Une fonction continue nulle part différentiable

1) Soit f : R — R une fonction continue et zy € R.
Prouver que f est dérivable en x si et seulement si £ mﬁhg F(2o=k) 4 une limite
quand (h, k) tend vers (0, 0) dans I’ensemble des couples tels que h, k>0 et h+k>0.
2) Soit € €]0,1] et f,h: R — R, f(x)=2'Th(x), h(0)=0 et si 2#0, h(zx)=sin(T).
Prouver que f est dérivable mais que que M n’a pas de limite quand (z,y)
tend vers (0,0) dans ’ensemble des couples (m, y) tels que z > 0,y > 0 et © # y.

3) Soit f,, : R — R la suite de fonctions telle que, pour n € N, k € Z, f,, est affine

sur 'intervalle I,, j, = [311, kgtl] (sitel,, k,fn(t):an,kt+ﬁn7k), fo=Idr, fo(z)=x et
i k 1 ko2
fn(3n—1) = fn—l(gn—_l)a fn(3n T 3”> fre 1(3n_1 + 3_n)’
k 2 k 1
f'rL(Sn_l +3_n)_fn_1(3n—1 +3_n)

a) Tracer les graphes de la restriction & l'intervalle [0, 1] de fo, f1 et fo.
b) Prouver que les f, (I, ) sont des intervalles de longueur Ly ,, € [(%)”, ].
En déduire que pour tout entier positif n et tout z€ on a | f,,(x)— fr—1(z ) (%)
puis que la suite f,, converge uniformément vers une fonction contmue f:

¢) En remarquant que pour tout x € Retn € Nilyak € Z tel que 7 k< S w
et en utilisant 1) prouver que f n’admet de dérivée en aucun point de R.
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Suites de fonctions convergeant vers la dérivée nt¢Me

4) Soit f : R — R une application dérivable. a) Prouver que la suite de fonction (gn)n>0 ol
gn(x) = n[f(z + 711) — f(x)] converge vers g = f’ et que la convergence est uniforme sur les
intervalles fermés si et seulement si f’ est continue. b) Traiter directement le cas de h de 2).

5) Soit f: R — R,Q € R\ {0} et n un entier naturel. a) Expliciter dans les cas n = 0,1,2 la
fonction f5 : R — R, f5(z) = Q" [ZZ o (n) (—D)"Ff(x+ %)] On suppose désormais n > 2.
b) Etablir si n€R et 2 € R la relation f”+1(m):Q[f5(m + %) - f5@)].

¢) En déduire que si f a des dérivées jusqu’a 'ordre n et () est continuelalors

fQ(w) / / f(n)(w_|_ +t1)dtn~~-dt1

puis QLim fg) () = f(™(z), la limite étant uniforme sur les intervalles fermés.
——00

d) On suppose n > 0, f n — 1 fois dérivable et admet une dérivée ni®Me en 24 € R.
d1) Prouver que sif(xo) = --- = f(™(z0) =0 alors Lim fZ(xo) = 0.
Qoo " @

d2) En considérant les fonctions f(z) — ZZ:O f(k)(xo)% et Zk F®) (z0) M
déduire de d1) et c) : QLim fg(mo) = (™ (zg).
— 400
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e) Soit Qi > 0 tendant vers +oo avec k t.q. f continue et fgk converge uniformément sur les

intervalles fermés. el) Prouver?que f est de classe C™ et pour tout z €R, Lim f(gk ()= f"(z).
k—+oc0

e2) A-t-on la méme conclusion si fgk converge seulement simplement?, si fg converge simplement

quand ]0, +00[> Q@ — +00? [Sin > 1 et €, > 0, considérer f(z) = x™T¢ sin(mia)].

f) Soit n,qg € N avecqg > let f : R — R telle que pour tout a € Z et m € Nonaq"mf(Lm) €Z.

1) Prouver que si f admet une dérivée nieMe alorg pour tout a € Zet m € Non a f(”)( 2) e Z.

f2) En déduire que soit f est un polynéme de degré au plus n, soit f n’est pas de classe cn.

L c.a.d. f est de classe C™.

2 en considérant la limite g de la suite 15, et G(a:):foz 0:1:1 ~~-fom"_1 g(zn) dzy - - - dx1.



Suite du TD 4 et compléments

D’autres fonctions continues nulle part différentiables

1’) Soit 0<b<1 et a un entier impair. Prouver que la série ZZO:O b™ cos(ma™x).
a) converge uniformément sur R vers une fonction continue f: R — R.
b) la série dérivée ZZO:O b"(—ma" sin(ma™x)) ne converge en un point x € R que si ab<1 ou si

= a%, cEZ est un rationnel de dénominateur une puissance de a.

3’) On va établir Si 0 < b < 1 et a = 2k + 1 est un entier impair avec ab > 3% + 1 alors la fonction
fap(x) —ano b™ cos(wa™x) n’est dérivable en aucun point de R.
a) Prouver que si g € R est un réel alors pour tout entier m € N il y a un unique entier
am € Z et un unique x,y, € [— é, 2[tel que a™xo = am + Tm et qualors, si x), = 3;’3 — aLm et

m= o+ aLm on a z,, < zo <zl et x)/ — z., tend vers zéro quand m tend vers Dinfini.

b) Etablir pour tout entier k € N les égalités

xT

cos(ma™Fa! Y =(=1)*mT =cos(ma™F*2! ) et cos(ma™ T Frg)=(—1)¥" cos(aFzm)

puis qu’il y a des nombres 7., 7., > 1 supérieurs & 1 tels que :

o0
b
Z b" cos(ma™zll) — Z b" cos(ma™xg)] = (—1)m T+t Lm’%
7 —xzo

1—xzm
n=m
1 - = bym
—[Z b" cos(wa™zg) — Z b" cos(raz),)] = (—=1)*™ (a—n;n
xo — T4, Tm +1
n=m n=m
¢) En utilisant l'identité remarquable cos(v) — cos(u) = 2sin “+” sin “5* et, pour u # 0 la

sin(w)

majoration | | <1 établir pour w = z,,, z}), les majorations

an COS(T('CL 130) |<7rZ(ba)" (ba)m - 1 <Wi€;bin;

"N_
d) En déduire que si % b7T—1 < 1 alors les taux d’accroissements I (@)= f(lm (m"},) f(@o)
a zm_mo Tm —%0

sont de signes opposés et tendent en valeur absolue vers l'infini. Conclure.

Ensembles dénombrables et suites et séries de fonctions

6) On note D = {2% ; k € Z,m € N} 'ensemble des nombres dyadiques. Soit ¢ : N — R t.q.

20k —2™)+1  2k+1

om+1 T om+1 -1

p(0) = 0,p(1) =L et si 2™ <k < 2™ (k) =

a) Prouver que ’application ¢ est une bijection de N sur [0,1] N D.

b) Soit g, : R — R si 2 &0, %],gn(x) =0, si z€]0, %],gn(m):nfc et size [%, %],gn(x)ZZ — nx.
bl) Prouver que gn est continue et, pour n = 1,2, 3 tracer le graphe de gn.

b2) En déduire que, pour tout ¢ € R la série Z 027 ™gn(t—p(m)) converge et que la fonction
fn : R — R définie par la somme de cette série est continue.

¢) Prouver que la suite f,, converge simplement vers la fonction nulle 0, mais que la convergence
n’est uniforme dans aucun sous-intervalle (& au moins deux points) de [0, 1].

7) Soit N € N. Déterminer le nombre d’élément de {(m,n) € N; m +n < N}. En déduire que
2
Papplication ¢ : N x N — N, ¢(m,n) = (m+n) 2+3m+n = (m+n)(;n+n+3) — n est bijective.

8) Soit X C N une partie infinie de N. Prouver qu’il y a une unique application vx : N — X
vérifiant pour tout n € N la partie X, = X\f({m € N; m < n} est non vide et vx (n)=m(Xy), le
plus petit élément de X,,, puis que cette application de numérotation croissante vx est bijective.

9) Prouver que p: N — Z, u(2k) = k, u(2k + 1) = —(k + 1) est bijective.

10) Déduire de 7), 8), 9) une bijection explicite de N sur Q.

11) On note po = 2,p1 = 3,...,Dn,... la suite des nombres premiers rangés par ordre croissant.
Soit NMN) = {(v,)nen ; vn €N, et il existe N = N ((vn)nen) tel que pour n> N, v, =0} Pensemble
des suites d’entiers naturels a nombre fini de termes non nuls. Prouver que p : NN N,

I’application définie par pu((vn)neN) = HZOZO py” — 1 est bijective.

12) A l'aide de 10) adapter 6) pour construire une suite g, : R — R de fonctions continues
convergeant simplement vers la fonction nulle 0, mais telle que la convergence n’est uniforme
dans aucun sous-intervalle (& au moins deux points) de R.



