Examen de Mat242V seconde session, Jeudi 21 Juin, 13h45-16h45

Question de cours

1) Soit I un intervalle réel et fp, : I — C une suite de fonctions.
a) la suite de fonctions fn converge uniformémentsiily a f: I — C telle que pour tout € > 0
ily a N = N¢ € N tel que pour tout n > N et t € I on a |f(t) — fn(t)] <e.
Un tel f est alors unique c’est la limite uniforme de la suite fy.
b) Soit tg € I et € > 0 alors si, avec les notation de a), N = N%, comme fpy est continue
en to il y a § > 0 tel que pour tout t € I avec [t —to| < 6 on a |[fn(t) — fn(to)] < § donc

|f@) = ) < |f@) = IN@OI+ @) — [n@o)| + [fn(to) = fo)| < §+ 5+ 5=

Ainsi f est continue en tg donc continue puisque tg est arbitraire dans I.

Exercice

1 1
2) a) fn(x):/ e Ttdt= [—;e_“]t 0= ;(1 e Y = ;(1 — (e7**)™) quilconverge vers %
0

quand n tend vers l'infini : = Lim f,(z)=f(z).
z n—-+oo

1 e—naT _ efna(]
b) Si z — 0 la suite fr,(z)=—(1 — e *"%)=——————— tend vers la dérivée en =0 de
x x
x— —e "% goit sy, =na et Sp,= Lim f,(x) =0 car, pour x €]0,+00[,0 < 1 — e~ %" < 1.
xr—+00
cl) Non puisque, comme o >0 on a sp,=na — +oo.
n—-+oo

c2) Non d’apres cl) par contraposé du théoréme d’échange des limites :

THEOREME. —  Si une suite de fonction fn :Ja,b|— C,n € N converge uniformément vers
f :]a,b[— C et si pour chaque n. € N la limite Lim fy,(x) = s, existe

r—a

Alors les limites Lim s, et Lim f(x) existe et on a
n— 00 r—a

Lim s, = Lim Lim f,(z) = Lim Lim f,(z) = le f(x)

n—-4oo n—-4oco r—a r—a n—+40oo

d1) Pourx>a>00naO<e_“o‘<e_m‘<1et0< <= donc d’apres a) :

—e TNQ™ (e—ma)n

gnle) — 11 =1 - —< 0 = e

< — 0
X a n—-4oo

et gn converge uniformément?vers h : [a, +oo[— Rax +— %

d2) Par le théoréme d’échange des limite on déduit3de d2) que la suite S,, a un limite quand n
tend vers l'infini, A a une limite quand x tend vers ’infini et des deux limites sont égales :

1
Lim S, = Lim Lim fp(z)= Lim — =0

n—-4oo n—-+ocoxr—-—+oo r—+oo I

xZ

d3) hp : [0, +o0[— [0, +oo[ si n est pair hy(z) = e nZ, si n est impair hp(z) = 0.

n

Pour tout € > 0 sin > [Z} + 1 alors pour tout x > 0 on a |hn(z) — 0| < % < € donc hp,

(oo}
converge uniformément vers la fonction nulle, mais, si n est impair / hn(z) = 0 et si n est
0o —+oo 0
. 2 +oo . 5 ..
pair hn(z) = [—n hn (:z:)] o = la suite T, = hn(t)dt n’a pas de limite.
0 B b

T.S.V.P.

L puisque e~** d0, 1] et donc (e~*)" — 0
n—-4oo
2 Dans la définition 1)a) on peut prendre Ne=max(0, [1Og(a6)] +1).

3 ce qui n’est pas un scoop puisque d’apres b) Sp, est la suite constante 0!



Probléme

2m

3) Soit h : R — R,h(t) = Z(— )m 1>', continue car somme d’une série entiére
= 2t sin(t)

convergeant sur R. On a th(t) = —1)m———— =sin(t) donc, sit # 0, on a h(t) = ——.

verg () =D (-Dmg ;= sin(®) # (1) = %
4) Comme h(0) =1 et pour tout t € R,|sin(t)] < [t|, on a si t £ 0, |h(t)| = ‘Slﬁ(‘t)‘ < m et h
t
est bornée par 1. On a donc pour tout m < n € N, |fn(1) — fm(1)| = ‘/ e 1t Eclt <

m——+oo

nwm nm
sint
et | }dt < e tdt= [—e_t] " —e M7 _ T T Se—mﬂ N 0,
t t=mm

mT mT
la suite fy (1) vérifiant le critére de Cauchy est convergente.

nTm nTm nm
nm
5) a) gn(x) = / et sin tdt:/ e "t (—cost) dt= [—e_wt cos t] t—0+/ —ze "t costdt=
0 - 0

= [—e*“ cost — xe~ ! sin t} :TO —x? fomr e Ttsintdt=(1— (—1)"e™ ") — 22g,(x). D’ou :

1— (—1)"e T o aso 1
xr) = — = xr
9n(2) 1+ 22 m—too 1+ x2 9()
b2) |gn(z) — gm (z)] = [ 1+;§_1) << E_m;;;%_m e NP 4 emmE,

¢) De b) il vient que si x > a >0 et n,m> bgi% on a |gn(x) — gm(x)|<e.
Vérifiant le critére de Cauchy uniforme, la suite g, converge uniformément sur [a, +00].
d) Non d’apres la contraposée du théoréeme d’échanges des limites puisque la suite

Lim gn(x)=1— (—1)™ n’a pas de limite quand n tend vers l'infini.
0<z—0

6) a0) Si z €]0,+o00[ alors x €]a, +oo[ pour un 0 < a < 1 [ par exemple a:%min(l,m) ].

a) La restriction & |a, +oo[ de f, convergeant, d’aprés 4) en x =1 €]a, +oo| et, d’apres 5)c), sa
dérivée f}, 132 converge vers fa
—1

dérivable de dérivée —gq. Ainsi, d’apres a0), fy, converge vers f dérivable de dérivée f'(z)= a7

lla,+oo| COnVergeant uniformément vers —ga :Ja, +oo[> & — —

a2) Non car les intervalles |a, +oo[ ne sont pas bornés.
a3) De 4) et 5)b2) vient pour tout = €]0,+oo[ et m,n € N les majorations |fn(z) — fm(z)| <
x

[fn(1) = fm ()] + / —gn(t) — (_gm(t))dt’ SIfn(@) = fm (D] + ‘/ e em Mt <
1 1
+oo 1

=1fn(1) = fm (1) +/ e”MT et = fn (1) — fm (1) ot

Ainsi, par 4), fn, vérifie le critére de Cauchy unlforme et converge donc uniformément vers f.
b) La dérivée de f(z) + arctg(z) est —g(x) + =0

1+ 1+z2
nr sint
c) [fn(z)|= / e " —dt
0 t

" sint . nr o 1
< ’e_mt —_— ’dt: e Ttdi < e Tdt== —> 0
0 t 0 0 T T— 400

donc frn(x) tend vers 0 quand z tend vers l'infini.
™

d) Comme Lim arctg(z) = 5 il suit de b) et c) que
T — 400

f(x) = 5 —arctg(z)

Donc g = Lim f(z) = Lim Lim fn(x).

x—0 rx—0 n—+oco
D’apres c¢) on peut appliquer le théoréme d’inversion des limites

nTm nm
int int
Lim Lim fy(z)= L1m Lim fn(x) = Lim le/ e_xtSITndt: Lim / Sl? dt
=0 0 0

x—0 n—+oo n—+oo x—0 n—-+oo

Commesin<z <n-+1ona

sint 1
/ dt‘ <— —— 0 lexistence de la derniere limite assure
n nm n—+oo

que l’intégrale généralisée fo Sltﬂdt converge et, en suivant a rebours les égalité ci-dessus :
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/ at— T
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