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Question de cours

1) a) la série de fonctions
∑

fn converge normalement si chaque fn est bornée et, la norme de

fn étant ‖fn‖ = supx∈I |fn(x)|, la série
∑

‖fn‖ des normes des fn converge.

b) La série
∑

‖fn‖, étant convergente, vérifie le critère de Cauchy donc

pour tout ε > 0 il y a N tel que si N ≤ m ≤ n ∈ N on a

n∑
k=m

‖fk‖ ≤ ε.

Comme pour tout x ∈ I et k ∈ N on a |fk(x)| ≤ ‖fk‖ il vient∣∣ n∑
k=m

fk(x)
∣∣ ≤ n∑

k=m

|fk(x)| ≤
n∑

k=m

‖fk‖ ≤ ε et donc
∥∥ n∑

k=m

fk(x)
∥∥ ≤ ε

ainsi la série
∑

fn, vérifiant le critère de Cauchy uniforme, est uniformément convergente.

Exercice

2) a) On a pour tout n ∈ N\{0}, fn(0) = 0, la série

∞∑
n=1

fn(0) est donc convergente.

Si x>0, en étudiant les variations sur [1, +∞[ de la fonction y 7→yαxe−y x
2 on a :

0<fn(x)=nαxe−n x
2 e−n x

2 ≤max(1,
(

2α
x

)α
e−α)x

(
e−

x
2
)n

. De terme général positif majoré par

celui d’une série géométrique de raison e−
x
2 ∈]0, 1[, la série

∞∑
n=1

fn(x) est convergente.

b1) Le maximum de la fonction fn est atteint pour x = 1
n

donc ‖fn‖ = nα−1e−1.

La série
∑

‖fn‖ des normes des fn est donc convergente si et seulement si α < 0.

b2) Pour x ∈ [a, +∞[ et n ≥ 1
a

on a 0 ≤ fn(x) ≤ fn(a), ainsi ‖gn‖ = fn(a) et donc, d’après a),

la série
∑

gn est normalement convergente pour tout α ∈ R.

c) D’après b2) pour tout a>0 la série de fonctions continues
∑

gn est uniformément convergente

donc continue. Sa somme étant la restriction à [a, +∞[ de
∑

fn et si x > 0 et a = x
2

on a,

x ∈]a, +∞[⊂ [a, +∞[ la fonction x 7→
∞∑

n=1

fn(x) est donc continue sur ]0, +∞[.

Problème première partie

3) a) Commet −(n + 1) + 1
2

= −n− 1
2

= −(n + 1
2
), si 0≤n<N on a f−(n+1)(

1
2
) + fn( 1

2
)=0 et

GN (
1

2
) =

N∑
n=−N

fn(
1

2
) =

−1∑
n=−N

fn(
1

2
) +

N−1∑
n=0

fn(
1

2
) + fN (

1

2
) =

=

N−1∑
n=0

f−(n+1)(
1

2
) + fn(

1

2
) +

2

2N + 1
=

2

2N + 1

qui tend vers 0 quand N tend vers l’infini.

b) fn(x + k)= 1
n+(x+k)

= 1
(n+k)+x

=fn+k(x) et si N >k≥0, alors GN (x + k)=

N∑
n=−N

fn(x + k)

=

N∑
n=−N

fn+k(x)=

k+N∑
n=k−N

fn(x)=−
k−(N+1)∑

n=−N

fn(x)+

N∑
n=−N

fn(x)+

k+N∑
n=N+1

fn(x)=−
k−(N+1)∑

n=−N

fn(x)+

GN (x) +

k+N∑
n=N+1

fn(x) et donc GN (x + k)−GN (x) =

k+N∑
n=N+1

fn(x)−
k−(N+1)∑

n=−N

fn(x) d’où,

comme si k≤0 on a GN (x+k)−GN (x)=−
(
GN ((x+k)+ (−k))−GN (x+k)

)
, pour tout k∈Z,

si N > |k|+ |x|,
∣∣GN (x + k)−GN (x)

∣∣≤2
|k|

N−(|k|+|x|) qui tend vers 0 quand1N tend vers l’infini.

Ainsi si la suite GN (x) est convergente alors la suite GN (x+k) est convergente et a même limite.

1 à x et k fixé



4) a) Pour x ∈]0, 1[ et n ≥ 0 on a 0 ≤ f2
−n(x), f2

n(x) ≤
(

1
n−1

)2
donc, si q ≥ p ≥ N ≥ 3 alors

q∑
n=p

f2
−n(x),

q∑
n=p

f2
−n(x)≤

q∑
n=p

1

(n− 1)(n− 2)
=

q∑
n=p

1

(n− 2)
−

1

n− 1
≤

1

N − 2
et les deux séries

vérifient le critère de Cauchy uniforme et sont donc uniformément convergentes.
b) Si x ∈ Ik on a |f2

n(x)|, |f2
−n(x)| ≤ min( 1

(n−|k|+α)2
, 1
(n−|k|+1−α)2

) = 1
(n−|k|+α)2

.

Comme la série

∞∑
n=1

1

(n− |k|+ α)2
est convergente, les séries

∞∑
n=1

f2
−n,

∞∑
n=1

f2
n ont leurs restric-

tions à Ik normalement convergentes.
La norme des restrictions de f2

n et f2
−n à l’union ∪k∈ZIk est 1

α2 = f2
n(−n + α) = f2

−n(n + α),

indépendante de n et non nulle, n’est pas terme général d’une série convergente donc la restric-
tion à ∪k∈ZIk de chacune des deux séries n’est pas normalement convergente.
c) On prend k = [x] la partie entière de x et α = min(x− [x], 1− (x− [x]).

5) On remarque que pour chaque n∈Z la fonction fn est dérivable de dérivée f ′n =−f2
n. D’après

3) en chaque milieu 1
2

+ k de Ik la suite de fonction GN est convergente. D’après 4) b) la suite

dérivée G′
N =−

N∑
n=−N

f2
N est normalement convergente donc uniformément convergente sur Ik.

L’intervalle Ik étant borné le théorème de convergence uniforme des fonctions dérivables2assure
que la suite GN converge uniformément sur Ik vers une fonction dérivable de dérivée la restriction
de −H à Ik. De 4) c) il suit que la suite GN converge, vers une fonction dérivable G : R\Z → R
de dérivée −H et de 3) b) que cette fonction limite G est 1-périodique.
b) Non car si la série dérivée est toujours uniformément convergente sur chaque intervalle Ik il

y a aucun point x ∈ Ik tel que la série

∞∑
n=1

fn(x) converge en ce point, puisque si x ∈ Ik on a,

pour n > |k|, fn(x) > 1
n−|k| terme général d’une série à termes positifs divergente.

Problème seconde partie

6) a) Si, pour x∈R, on note {x}=x− [x], alors a(t)= π
sin(πx)

eix(π−2π{ t
2π
}).

Cette fonction est intégrable sur [0, 2π], car hors de l’extrémité {2π} de l’intervalle [0, 2π] la
fonction a est égale à une fonction continue sur l’intervalle fermé borné [0, 2π].

b) Non puisque la fonction a n’est pas continue alors que les N ièmes sommes de Fourier le sont.

c) cn(a) =
1

2π

∫ 2π

0

a(t)dt =
1

2π

∫ 2π

0

π

sin(πx)
eix(π−t)e−intdt =

1

2π

∫ 2π

0

π

2π sin(πx)
eixπ−(x+n)tdt

= 1
2 sin(πx)

1
−i(x+n)

(e−iπx − eiπx) = 1
sin(πx)

1
i(x+n)

eiπx−e−iπx)
2i

= 1
n+x

= fn(x)

d)
∫ 2π

0
|a(t)|2dt =

∫ 2π

0
π2

sin2(πx)
dt = 2π π2

sin2(πx)
. Donc

H(x) =
∑
n∈Z

1

(n + x)2
=

∑
n∈Z

|cn(a)|2 =
1

2π

∫ 2π

0

|a(t)|2dt =
π2

sin2(πx)

7) a) k′(x) = ππ
− sin(πx) sin(πx)−cos(πx) cos(πx)

sin2(πx)
= − π2

sin2(πx)
.

b) La fonction k ayant même valeur k( 1
2

+ l)=0=G( 1
2

+ l) que G au milieu de chaque intervalle

Il =]l, l + 1[, l ∈ Z formant R\Z et, d’après a) et 6) d) même dérivée −H que G est égale à G :

G(x) = Lim
N→+∞

N∑
n=−N

1

n + x
= πcotg(πx)

2 dont la suite des dérivées converge uniformément et qui converge en un point.


