
Corrigé de l’examen de Mat122V seconde session (jeudi 21 juin 2007, 13h45h-16h45h)

1) a) an−kbk = an−k · bk le produit dans l’anneau A de an−k par bk, qui si c = a, b ∈ A et
m=n− k, k ∈ N, sont définis par c0 =1 et la relation de récurrence cm+1 =c · cm et

n∑
k=0

an−kbk =an+an−1b+· · ·+an−kbk+· · ·+abn−1+bn, ou pour 0≤m≤ n

m∑
k=0

an−kbk est défini par

0∑
k=0

an−kbk =an et, si 0<m≤n, la relation de récurrence

m∑
k=0

an−kbk =

m−1∑
k=0

an−kbk +an−mbm.

b) De ba = ab il suit, par récurrence sur j ∈ N pour tout tel j, la relation a baj = ajb (∗).

d’où (a− b)

n∑
k=0

an−kbk =

n∑
k=0

a · an−kbk −
n∑

k=0

b · an−kbk =

n∑
k=0

an+1−kbk −
n∑

k=0

an−kbk+1 =

n∑
k=0

an+1−kbk −
n+1∑
l=1

an+1−lbl = an+1 +

n∑
k=1

an+1−kbk −
n∑

l=1

an+1−lbl − bn+1 = an+1 − bn+1,

où l = k + 1 et par (∗) pour j =n− k, b · an−kbk =an−kbbk =an−kbk+1 dans la seconde égalité.

2) X2 =

(
1 0 −1
1 −1 −1
0 1 0

)(
1 0 −1
1 −1 −1
0 1 0

)
=

(
1 −1 −1
0 0 0
1 −1 −1

)
, d’où

X3 =

(
1 −1 −1
0 0 0
1 −1 −1

)(
1 0 −1
1 −1 −1
0 1 0

)
=

(
0 0 0
0 0 0
0 0 0

)
=0 et

Y 2 =

(
1 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)(
1 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)
=

(
0 −1 0
1 −1 0
0 0 1

)
, d’où

Y 3 =

(
0 −1 0
1 −1 0
0 0 1

)(
1 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)
=

(−1 0 0
0 −1 0
0 0 −1

)
= −I

3) a) On a bien X3 − Y 3 = 0 − (−I) = I et
∑2

k=0
X2−kY k = X2 + XY + Y 2 mais, comme(

1 0 −1
1 −1 −1
0 1 0

)(
1 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)
=

(
1 −1 1
0 −1 1
1 0 0

)
6=

(
0 1 0
1 0 −1
0 −1 0

)
=

(
1 −1 0
1 0 0
0 0 −1

)(
1 0 −1
1 −1 −1
0 1 0

)
et donc XY 6= Y X, on ne peut appliquer 1) pour obtenir I = X3−Y 3 ?

= (X−Y )(X2+XY +Y 2).

D’ailleurs U = X − Y =

(
0 1 −1
0 −1 −1
0 1 1

)
, de première colonne nulle, n’est pas inversible!

b) Comme pour tout Z ∈ M3(R) on a IZ = Z = ZI on a IX = XI et 1) b) s’applique :

I = I3 −X3 = (I −X)

2∑
k=0

I2−kXk = (I −X)(I + X + X2) = (I + X + X2)(I −X)

(la dernière égalité a lieu car I et −X commutant à chacun des termes de la somme I +X +X2,
I −X lui commute aussi). Donc V = I −X est bien inversible d’inverse I + X + X2.

4) On remarque d’abord que si m ≤ n on a (22m
)2

n−m
= 22m2n−m

= 22m+n−m
= 22n

donc :

a) comme xm + 1 = 22m
on a (xm + 1)2

n−m − 1 = 22n − 1 = xn. Donc pour tout m, n ∈ N,

puisque, quitte à les permuter, on peut supposer m ≤ n et, d’après 1), xn = (xm +1)2
n−m

−1 =

(xm + 1 − 1)

2n−m∑
k=0

(xm + 1)2
n−m−k et, comme

2n−m∑
k=0

(xm + 1)2
n−m−k, somme d’entiers est un

entier, xm = xm − 1 + 1 divise xn : la divisibilité | induit sur X = {xn ; n ∈ N} un ordre total.

b) Fm−1=22m
, (Fm−1)2

n−m
+1=22n

+1=Fn et, par la formule du binôme : (Fm−1)2
n−m

=

=

2n−m∑
k=0

(
2n−m

k

)
(Fm)2

n−m−k(−1)k =
(2n−m−1∑

k=0

(
2n−m

k

)
(Fm)2

n−m−k(−1)k
)

+ (−1)2
n−m

d’où :

Fm =(Fm − 1)2
n−m

+ 1=Fm

(2n−m−1∑
k=0

(
2n−m

k

)
(Fm)2

n−m−k−1(−1)k
)

+ [((−1)2)2
n−m−1

+ 1]≡

≡2 mod Fm, car 2n−m−1, 2n−m−1∈N puisque m<n. Et si q divise Fm on a Fm≡2 mod q.
Ainsi si q divise Fm et Fn on a q|Fn = aq + 2 donc q|2. Pour tout m ∈ N, 2m ≥ 1 donc

2 6 | 22m
+ 1=Fm, ainsi q = 1, c’est à dire Fm et Fn sont premiers entre eux.



5) Comme 1 = sin2 +cos2, cos(2x) = cos2 x− sin2 x et sin(2x) = 2 sin x cos x, on a

b1 = f2 + f3, b2 = f2 − f3, b3 = 2f1 et f1 =
1

2
b3, f2 =

1

2
(b1 + b2), f3 =

1

2
(b1 − b2)

et les fonctions b1, b2, b3 engendrent le même sous-espace W de C∞(R;R) que f1, f2, f3.
Comme b2, b3 est une base de l’espace SQ des solutions de l’équation différentielle f ′′ + 4f = 0

associée à Q(X) = X2 +4 et que SQ ne contient pas de constante λ1b1, λ 6=0 non nulle la famille

b1, b2, b3 est libre et est donc une base de W . Si P (X)
Def
= X3 + 4X on a :

P (X)=XQ=QX donc LP =LQ ◦LX =LX ◦LQ d’où LP (b1)=LQ(LX(b1))=LQ(0)=0 et pour
i =2, 3, LP (bi)= LX(LQ(bi)) = LX(0)= 0. Ainsi W ⊂ SP est inclus dans l’espace des solutions

de l’équation f (3) + 4f = 0 associée à P . Les deux espaces étant de dimension 3 il y a égalité.

6) a) Si d = 1 il y a f ∈ V \{0} tel que V = Rf donc, comme f ′ ∈ V , il y a λ ∈ R tel que f ′ = λf .
Solution non nulle de f ′−λf = 0, f = t 7→ µeλt où µ ∈ R\{0}, ainsi t 7→ eλt est une base de V .

b) Si M =

(
α β
γ δ

)
, M2 − (α + δ)M + (αδ − βγ)I =0 par une identité remarquable du cours.

c) Si d = 1 alors d’après a) P (X) = X − λ. Si d = 2 et P (X) = X2 + aX + b alors pour tout

f =λ1f1 +λ2f2 ∈ V on a LP (f)=µ1f1 +µ2f2 où

(
µ1

µ2

)
=(M2 +aM + bI)

(
λ1

λ2

)
et par b) pour

P (X)=X2− (α+δ)X +(αδ−βγ) on a V ⊂SP : tout f ∈V est dans l’espace SP des solutions de
l’équation différentielle LP (f)=0 associée à P d’où, car dim(SP )=2=dimV , l’égalité V =SP .

7) a) x0 = x 6= 0 donc la famille x0 est libre. Comme dim(X) = n si la famille x0, . . . , xm−1 est
libre alors m ≤ n. L’ensemble {m ∈ N\{0} ; x0, . . . , xm−1 est libre } est donc une partie non
vide de l’ensemble fini {1, . . . , n} il a donc un plus grand élément m et 1 ≤ m ≤ n.
b) Comme m+1>m la famille x0,. . ., xm n’est pas libre et il y a (a0,. . ., am)∈Rn+1\{0} tel que

a0x0 +· · ·+ amxm = 0 où, puisque x0,. . ., xm−1 est libre, am 6=0. Soit, pour 0≤ i < m, bi =− bi
ai

.

c) On a < x0, . . . , xm−1 >⊂< xk ; k ∈ N >= Y . Il y a égalité car pour n ≥ m on a
xn = En−m(xm) = En−m(b0x0+· · ·+bm−1xm−1) = b0En−m(x0)+· · ·+bm−1En−m(xm−1) =
b0xn−m + · · ·+bm−1xn−1 ∈< x0, . . . , xn−1 > d’où, par récurrence [initialisée par b)] sur n ≥ m,
xn ∈< x0, . . . , xm−1 >. Comme x0, . . . , xm−1 est libre, c’est une base de < x0, . . . , xm−1 >= Y .
d) E(Y ) = E(< xk ; k ∈ N >) =< E(xk) ; k ∈ N >=< xk+1 ; k ∈ N >⊂< xk ; k ∈ N >= Y .

e) Pour 0 ≤ k < m on a Em(xk) = xk+m = Ek(xm) = Ek(

m−1∑
j=0

bjxj) =

m−1∑
j=0

bjEk(xj) =

m−1∑
j=0

bkxk+j =

m−1∑
j=0

bjEj(xk) =

m−1∑
j=0

bj(xk)j . D’où si Y 3 y =

m−1∑
k=0

akxk, ym = Em(

m−1∑
k=0

akxk) =

m−1∑
k=0

akEm(xk)=

m−1∑
k=0

ak

m−1∑
j=0

bj(xk)j =

m−1∑
j=0

bj

m−1∑
k=0

ak(xk)j =

m−1∑
j=0

bj(

m−1∑
k=0

ak(xk))j =

m−1∑
j=0

bjyj .

f) Si x, x′∈X avec x′≡x mod Y il y a y∈Y tel que x′=x+y, donc E(x′) = E(x)+E(y) et comme,
d’après d), E(y) ∈ Y on a E(x′) ≡ E(x) mod Y et π ◦ E(x′) = π(E(x′)) = π(E(x)) = π ◦ E(x)
ne dépendant que de la classe de x modulo Y : l’application π ◦E : X → X/Y passe au quotient
en F : X/Y → X/Y , qui est linéaire puisque π ◦ E l’est.

8) a) Par récurrence sur n=dimX∈ N : Si n=0 l’espace V ne contient que 0 l’unique solution de
f =0 et P (X)=1 convient. Sinon V 6={0} et il y a un x∈V \{0} à qui appliquer 7).

Si X et Y sont de même dimension (n=m) alors d’après 7)e) P (X)=Px(X)
Def
= Xm−

m−1∑
k=0

bkXk

convient. Sinon q=dim X/Y vérifie 0 < q = n−m < n. Soit (hypothèse récurrence) un polynôme

Q(X) = Xq +

q−1∑
j=0

cjXj de degré q tel que pour tout x ∈ X/Y on ait Q(F )(x)
Def
= xq +

q−1∑
j=0

cjxj =0

donc si x∈X, Q(E)(x)=xq +
∑q−1

j=0
cjxj =y∈Y et, si P =PxQ=Xn −

n−1∑
k=0

akXk alors, par 7)e),

xn −
n−1∑
k=0

akxk =P (E)(x)=Px ◦Q(E)(x)=Px(Q(E)(x))=Px(E)(y)=ym −
m−1∑
k=0

bkyk =0.

b) Par 8)a) pour X =V et E =D : V → V, D(f) = f ′, pour tout f ∈V on a :

LP (f)=P (D)(f)=0(f)=0 d’où V ⊂SP , il y a égalité puisque dim V =d=dim SP .

c) Si X = V =< f1, f2, f3 >, E = D et x = f1, on a E(x) = 0 donc Px(X) = X
et, comme < f2, f3 > est stable par D l’application quotient F : X/Y → X/Y s’identifie à

D :< f2, f3 >→< f2, f3 > et Q(X) = X2 + 4, d’où P (X)=X(X2 + 4)=X3 + 4X :

V =ker LP ={f ∈ C∞(R;R) ; f (3) + 4f ′=0 }


