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Exercices de cours 8 (19 mars 2008)

Algèbre : Lois de compositions

1 Lois de composition et morphismes de lois

1) Soit E un ensemble et X = P(E) l’ensemble des parties de E.
a) Prouver que l’application complémentaire C : X → X, A 7→ CA = E\A est un
morphisme de la loi d’union ∪ : X × X → X, (A,B) 7→ A ∪ B sur X vers la loi
d’intersection ∩ : X ×X → X, (A,B) 7→ A ∩B sur X.
b) Prouver que le morphisme C est un isomorphisme d’isomorphisme inverse C.

2) On note ⊥:]− π
2 , π

2 [×]− π
2 , π

2 [→]− π
2 , π

2 [, α ⊥ β = Arctg 2 sin(α+β)
cos(α+β)+cos(α−β) .

Prouver que tg :]− π
2 , π

2 [→ R est un isomorphisme de ⊥ sur +R.

3) Soit E un ensemble et X = EE = {f : E → E} l’ensemble de toutes les
applications de E dans E muni de la loi de composition des application

◦ : X ×X → X, (f, g) 7→ f ◦ g : E → E, x 7→ f ◦ g(x) = f(g(x))

a) Prouver que InjE = {f ∈ X ; f est injective},SurjE = {f ∈X ; f est surjective}
et BijE = SE = {f ∈X ; f est bijective} sont stables par la composition.
b) En utilisant que M∗ : N/modN → N/modN est bijective si et seulement si M
est premier à N , déduire de a) que {M ∈ N/modN ; M est premier à N} est une
partie de N/modN stable par ×.

2 Propriétés d’une loi de composition

4) a) Prouver que des entiers positifs l,m, n vérifient (lm)n = l(m
n) si et seulement

si soit l = 1, soit n = 1, soit n = m = 2.
b) Prouver que x, y, z∈R vérifient (x− y)− z=x− (y− z) si et seulement si z=0.
En déduire que la loi différence − : R×R → R, (x, y) 7→ x−y n’est pas associative.

5) Prouver directement que la loi ⊥ de 2) est associative.
Comparer cette preuve avec celle utilisant 2) et l’associativité de l’addition de R.

6) Soit M2 l’ensemble des matrices 2× 2 munies de la loi · de composition des matrices.

a) Vérifier si I =

(
1 0
0 1

)
, A =

(
3 4
−1 −1

)
, B =

(
2 −1
−1 1

)
, C =

(
1 1
1 2

)
, T =

(
1 1
0 1

)
et

pour tout entier positif n, T n =

(
1 n
0 1

)
les relations A = BTC T n = Tn BC = I = CB

b) Prouver que cC : M2 → M2, cC(M) = BMC est un morphisme de · vers ·

c) En déduire pour tout entier positif n la relation An = BTnC =

(
2n + 1 4n
−n 1− 2n

)
d) Oublier la formule de c), calculer pour des petites valeurs de n(= 1, 2, 3) la puissance An,

donner la valeur de An et vérifier par récurrence sur n ce calcul. Comparer les deux méthodes.

7) Soit E un ensemble et X = EE muni de la loi ◦ de composition des applications.
Prouver que ◦ est commutative si et seulement si E a au plus un élément et
que la loi induite sur l’ensemble Y = SE ⊂ X des bijections de E dans E est
commutative si et seulement si E a au plus deux éléments.
[si a 6=b∈E [resp. a 6=b 6=c 6=a∈E] considérer f, g ∈ X : x 7→ f(x) = a, g(x) = b, [resp. σ, τ ∈ X :

si x 6∈ {a, b, c}, σ(x) = x = τ(x), σ(a) = b, σ(b) = a, σ(c) = c, τ(a) = a, τ(b) = c, τ(c) = b].

8) Soit E un ensemble. Vérifier a) ∅ est élément neutre de ∪ : P(E)×P(E) → P(E)
b) Si h ∈ EE est tel que h ◦h = h [par exemple h : N → N , h(1) = 2 et si n > 1, h(n) = n]

alors H = {h ◦ f ◦ h ∈ EE ; f ∈ EE} est stable par ◦, la loi ◦H induite a h pour
élément neutre, mais si h est élément neutre de ◦ seulement si h = IdE .


