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Intégration : C L’intégrale de Riemmann

3 Intégrale de Riemann premiere définition

1) Ecrire la démonstration de la proposition 2 (Une fonction monotone définie sur un
intervalle fermé est Riemann-intégrable) dans le cas ou la fonction est décroissante.

2) Reprendre la preuve de si f : [a,b] — R est R-intégrable et x € R alors zf est R-intégrable
b b

et / zf = m/ f pour établir que si g : [a,b] — R est bornée et x € R alors les intégrales
a a

supérieure et inférieure de = f sont, si x > 0, L(a,b;zg) = xzL(a,b;g), Ala,b;zg) = xA(a,b; g) et
siz <0, L(a,b;zg) = zA(a,b;g), Ala,b;xg) = xL(a,b;g).

3) a) Reprendre la preuve de si f,g : [a,b] — R sont R-intégrable et z € R alors f + g est
y b b b o A .
R-intégrable et fa f+g= fa I+ fa g pour établir que si h,k : [a,b] — R sont bornée alors
A(a,b;k) + A(a,b;k) < Ala,b;h+ k) < L(a,b; h + k) < L(a,b; h) + L(a, b; k)

b) En considérerant f :[0,1] — R,sit € [0,1]NQ, f(t) =1,sit € [0,1]\Q, f(t) =0et g =1—f,

vérifier que, si f et g ne sont pas intégrables les inégalités ci-dessus peuvent étre strictes.
4) Soit h, k : [a,b] — R bornées et telles que pour tout ¢ € [a,b] on ait h(t) < k().

Prouver que leurs intégrales supérieure et inférieures sur [a, b] vérifient :

L(a,b;h) < L(a,b;k) et A(a,b;h) < A(a, b; k)

5) Soit u,v € R prouver |u| — |v| < |u — v|. [Appliquer |z +y| < |z|+|y| & z=u—v et y=1]
6) Donner un exemple f : [a,b] — R bornée non R-intégrable, avec | f| R-intégrable.
[Considérer f:[0,1] - R,sit€[0,1]NQ, f(¢t)=1,site[0,1]\Q, f(t) = —1].
Un petit probleme

7) Soit f : [a,b] — [c,d] bijective croissante, de bijection réciproque ¢ : [¢,d] — [a, b]
a) Prouver que a: a=ag=g(cg) < - < ap=g(ck) < ---<an=g(cny)=D> est une subdivision de
[a,b] ssiB:c=co=f(ag)< - -<cpr=f(ar)<---< cn=f(an)=d est une subdivision de [c, d].
b) Dans un cas avec a > 0,¢ > 0 et N =5 représenter le graphe de f et, pour
1<E<N les rectangles Ry(f) et ri(g) d’aires Iy (f)er(a) et A\x(g)ex (), contenant

{(s,t) € [a,b] x [e,d]; ap—1 < s < a,0 <t < f(s)}
et contenus dans
{(s,t) € [a,b] X [e,d]; ch—1 <t <, 0<s<g(s)}

c¢) Dans le cas général si a, 3 sont les subdivisions de [a, b] et [c, d] décrites en a),
expliciter Ly (a,b; f) et Ag(c,d,;g) et établir Ly (a,b; f) + Ag(c,d,; g) = bd — ac.
d) Soit € >0, en choisissant une subdivision « avec Ly (a, b; f) < L(a, b; f)+e€ établir

bd — ac — e < L(a, b; f) + Ag(c, d; g) < L(a, b; f) + Alc, d; g)

Comment établir la majoration L(a,b; f) + A(c,d; g) < bd — ac — €?
e) Conclure que l'on a la relation
d

/ab f(s)ds +/ g(t)dt = bd — ac



Arithmétique (II) : Congruence modulo N dans N

3 Factorisation réduite et divisiblité

1) a) Donner les décompositions réduites en facteurs premier de 12,60, 250, 336, 728.
b) Plus généralement prendre au hasard des nombres entre 1 et 1000, puis ente 1000 et 10000,

et donner leurs décompositions réduites en facteurs premiers.

2) Donner les diviseurs de 60=22-3-5 et vérifier qu’il y en a (1+2)(1+1)(1+1)=12

k
3) Pour n=2,3,4,10,12,20,60. a) Déterminer sa factorisation réduite n:Hp;-’i.
i=1
b) Donner la liste des entiers m premiers a n tels que 1 < m < n.
k
1
c¢) Vérifier que le nombre des m déterminés en b) est n H(l - =)
. bi
=1

4) Ecrire une démonstration par récurrence sur N du théoreme Si M, N sont des
entiers positifs premiers entre eux alors M* : N'/modN — N /modN est injective
sans utiliser cet énoncé quand N est premier.

5) a) Pour m=3 et n=20, expliciter m* : N'/modn — N /modn
[On identifiera N'/modn & {1,...,n}].
b) En déduire des k,l € N tels que I'on ait I'identité de Bezout 3 -k =1+ 20 - .
c) Calculer p.g.c.d.(3,20) par Palgorithme d’Euclide. En remontant les calculs retrouver a).

d) Reprendre 'exercice avec m = 7 et n = 24.

6) Soit m,n,k,l € N tels que mk = 1 + nl. Prouver que :
a) m et n sont premiers entre eux.
b) Sil<m,n=h+1etl'=hk alorsily a k' e N tel que nk’ =1+ml’ (et k¥’ +1=mk)
¢) En déduire une solution plus rapide de 5) a) et b) (et leurs analogues dans 5) d).

4 Opérations dans N'/mod N

7) Ecrire la preuve de ce que la multiplication x : N'x ' — A passe au quotient en

X :N/mod N x N'//mod N — N /mod N

8) a) Vérifier que 19 =20—-1,29=30—1,59=60—1,79 =80—1,89 = 90 — 1 sont
premiers et donner des criteres de divisibilité par ces premiers ainsi que par 23.
b) Déduire des criteres de a) que 531, 1062 sont divisibles par 59.
¢) Soit a + 10-b=mn € N un entier positif de chiffre des unité (dans le systéme décimal) a.
cl) Prouver que 71 divise n si et seulement si 71 divise b — 7a. Est-ce que 71 divise 1315,13137
c2) Siin # 43,46,129, prouver que 43 divise n si et seulement si 3b > 4a et 3b — 4a divise n.



