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Exercices de cours 5 (27 février 2008)
Algèbre

Relations sur un ensemble : C Relation d’équivalence
3 Passage au quotient

1) Soit R,S des relation sur les ensembles X et Y . Sur l’ensemble produit X × Y on définit la
relation produitR×S par si (x, y), (x′, y′) ∈ X×Y, (x, y)R×S(x′, y′) ssi xRx′ et ySy′. Prouver :
a) Si R et S sont d’équivalence [resp. d’ordre] alors R× S est d’équivalence [resp. d’ordre].

b) Si R et S sont d’équivalence et (x, y) ∈ X × Y alors (x, y)R×S = xR × yS :

l’ensemble quotient X × Y/R× S s’identifie donc à X/R× Y/S par (x, y)R×S 7→ xR × yS

2) On reprend les notations de l’exercice 3) du verso de Exercices de cours 4 et note

N ×N/ ∼
ent. rel.

Def
= Z, N ×N/ ∼

frac. pos.

Def
= Q∗

+ et R[X]×(R[X]\{0})/ ∼
frac. rat.

Def
= R(X)

Déduire du critère du ii) une construction des opérations de Z,Q∗
+ et R(X) :

a) Les applications σ, π : (N×N )× (N×N ) → N×N ,

σ((m, n), (p, q))=(m + p, n + q), π((m, n), (p, q)) = (mp + nq, mq + np)

passent au quotient en +, · : Z× Z → Z

b) Les applications σ, π : (N×N )× (N×N ) → N×N ,

σ((m, n), (p, q))=(mq + np, nq), π((m, n), (p, q)) = (mp, nq)

passent au quotient en +, · : Q∗
+ ×Q∗

+ → Q∗
+

c) σ, π : R[X]×(R[X]\{0})×R[X]×(R[X]\{0}) → R[X]×(R[X]\{0}),
σ((P, Q), (R, S))=(PS + QR, QS), π((P, Q), (R, S)) = (PR, QS)

passent au quotient en +, · : R(X)×R(X) → R(X)

Arithmétique II
congruence modulo N et nombres premiers

3) Parmi les entiers positifs 3, 6, 7, 25, 29, 33, 323, 327, 331, 397 a) dire qui est premier.
[pour que l’un n = 323, 327, 331, 397 des derniers soit premier, au lieu de tester si il n’est divisible
par aucun 1 < m < n remarquer que si n = n′n′′ avec n′ ≤ n′′ alors n′ ≤

√
n :

ici, puisque 397 < 400 = 202 il suffit de diviser par au plus 19]

b) Donner une décomposition en facteurs premiers des entiers de la liste ci-dessus.

4) Etablir si N, n, n′∈N et n≡n′modN , l’égalité des applications n∗=n′∗ : N/modN→N/modN

5) En identifiant N/modN à l’ensemble {1, . . . N} des plus petits représentants modulo N .

a) Déterminer les applications n+, n∗ : N/modN → N/modN dans les cas n = 3 et N = 6, 7,

c’est à dire les applications 3+, 3∗ : {1, . . . , 6} → {1, . . . , 6} [resp. 3+, 3∗ : {1, . . . , 7} → {1, . . . , 7}]
qui à m vérifiant 1 ≤ m ≤ 6 [resp. 1 ≤ m ≤ 7] associent les plus petits entiers positifs congrus à

3 + m et 3m modulo 6 [resp. 7]. Pour chacune des applications obtenues

b) Déterminer si elle est bijective et si oui donner la bijection réciproque et vérifier que

c) dans le premier cas [N = 6] on a (3+)−1 = 3 · 5+ = 15+ = 3+ et

c’) dans le second [N = 7], (3+)−1 = 3 · 6+ = 18+ = 4+.

6) Soit N1 = {n ∈ N ; n ≡ 1 mod4}.
a) Prouver que n ∈ N1 si et seulement si n = 1 ou il y a k ∈ N tel que n = 1+k ·4.
a’) Soit n, m, N ∈N avec n≡m modN peut-on en déduire n = m ou il y a k∈N avec n=m+k·N?

b) Déduire de a) que si n, n′ ∈ N1 alors le produit n · n′ ∈ N1.
b’) La partie N3 = {n ∈ N ; n ≡ mod4} vérifie-t-elle si si n, n′ ∈ N3 alors n · n′ ∈ N3?

Un premier de N1 est n ∈ N1\{1} tel que
si n′, n′′ ∈ N1 sont tels que n = n′ · n′′ alors soit n′ = 1, soit n′′ = 1.
c) Donner la liste des premiers de N1 qui, dans N , sont inférieurs à 50.
d) Prouver que tout n ∈ N1 est produit de premiers de N1. Décomposer ainsi les
n ∈ N1 qui, dans N , sont inférieurs à 50. Il y a t-il unicité de la décomposition?
e) Vérifier 481 ∈ N1 et donner ses décompositions en premiers de N1.
Il y a t-il encore unicité de la décomposition?
Comparer avec 6) de exercices de cours 1 (16 et 22 janvier 2008)



Intégration : C L’intégrale de Riemmann

2 Intégrale inférieure des fonctions bornées

1) Soit ∅ 6= X ⊂ [−M,M ] ⊂ R une partie non vide bornée de R. prouver

sup
x∈X

−x = − inf
x∈X

x puis inf
x∈X

x = − sup
x∈X

−x

2) En reprenant les arguments de B 2 L’intégrale supérieure des fonctions bornées
[et sans ramener les inf à des sup comme dans 1)], prouver directement :
si α′ ≺ α alors Λα(a, b; f) ≤ Λα′(a, b; f) ≤ Lα′(a, b; f) ≤ Lα(a, b; f)

3) Soit α la subdivision régulière d’ordre N de [a, b] et f : [a, b] → R, f(t) = t.
Calculer1la somme de Darboux inférieure Λα(a, b; f).

4) Reprendre, en remplaçant sommes de Darboux et intégrales supérieure Lα(a, b)
et L(a, b) par sommes de Darboux et intégrales inférieures Λα(a, b) et Λ(a, b)
les exercices 1), 2) et 3) du recto de Exercices de cours 4 (13 février 2008)

5) Déduire (à l’aide de 1)) de son analogue pour l’intégrale supérieure le
Théorème : i) λ(b− a) ≤ Λ(a, b) ≤ L(a, b) ≤ l(b− a)
ii) si x ≤ a < b < c ≤ y alors Λ(a, c) = Λ(a, b) + Λ(b, c).
puis prouver le directement en prenant modèle sur la preuve de cet analogue.

3 Fonctions Riemann-intégrables et leurs intégrales, première définition

6) Déduire de 4) que, si u < w ∈ R et 1 < x ∈ R une preuve directe de ce que les
fonctions f : [u, w] → R, f(t) = t et h : [1, x] → R, h(t) = 1

t sont intégrables au
sens de Riemann et déterminer leurs intégrales.

1 en fonction de a, b et N , mais sans apparition du signe somme
∑

.


