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Exercices de cours 4 (13 février 2008)

Intégration : B Primitives des fonctions continues

1) Soit a < b ∈ R et f : [u, w] → R, f(t)= t.
Pour a ≤ u < w ≤ b et v ∈]u, w[ on considère la subdivision

α(v) : u = u0 < u1 = v < u2 = w de [u, w]
a) Etablir Lα(v)(u, w; f) ≥ u+w

2 (u+w
2 − u) + w(w − u+w

2 ) = Lα( u+w
2 )(u, w, f).

b) En déduire que si N ∈N\{0} et αr
N 6=α∈AN (a, b) où αr

N est

αr
N : a = a + 0

b− a

N
< · · · < a + k

b− a

N
< · · · < a + N

b− a

N
= b

la subdivision régulière d’ordre N alors α ne minimise pas, parmi les β ∈ AN (a, b)
(les subdivisions d’ordre N de [a, b]) la somme de Darboux supérieure Lβ(a, b; f).
[Si deux pas consécutifs ak − ak−1 6=ak+1 − ak sont inégaux et βk : a= b0 < · · ·<bN =n, où si

0≤j 6=k≤N, bj =aj et bk =
ak−1+ak+1

2
, déduire de a)1que l’on a Lα(a, b; f)>Lβk

(a, b; f)]

b’) Admettant que, parmi les subdivisions d’ordre N de [a, b] il y en a une qui
minimise Lα(a, b; f), en déduire que c’est Lαr (a, b; f) :

Lα(a, b; f) ≥ Lαr (a, b; f) =
N∑

k=1

(a + k
b− a

N
)

b− a

N

c) Avec le calcul de 5) du verso de Exercices de cours 3 : Lαr (a, b; f) =

=Na
b− a

N
+

N(N + 1)
2

b− a

N

b− a

N
=a(b−a)+

N + 1
2N

(b−a)2 =
1
2
(b2−a2)+

(b− a)2

2N
retrouver L(a, b; f)= 1

2 (b2 − a2) déduite, si e=max(e1, . . . , eN ), de l’estimation :
1
2
(b2 − a2) < Lα(a, b; f) ≤ 1

2
(b2 − a2) +

e

2
(b− a)

Prouver que e ≥ b−a
N avec égalité si et seulement si α est régulière et qu’en ce cas

l’estimation ≤ ci-dessus est une égalité. En déduire une autre solution de b’).

2) Prouver que, si N ∈ N\{0} alors toute subdivision d’ordre N + 1 de [a, b] est un
raffinement d’une subdivision d’ordre N de [a, b] puis que la suite
LN (a, b) = infα∈AN (a,b) Lα(a, b) est décroissante minorée et donc

L(a, b)
Def
= min

α∈A(a,b)
Lα(a, b) = Lim

N→+∞
LN (a, b)

3) Soit 1 < x ∈ R et h : [1, x] → R, h(t)= 1
t .

a) Prouver, en notant pour 1 ≤ u < w ≤ x et v ∈]u, w[ α(v), la subdivision
α(v) : u = u0 < u1 = v < u2 = w de [u, w]

Lα(v)(u, w;h)= 1
u (v−u)+ 1

v (w−v)= v
u + w

v −2 ≥
√

uw
u + w√

uw
−2=Lα(

√
uw)(u, w, h).

b) En déduire2que si N ∈ N\{0} la subdivision géométriquement régulière

γN : 1 = x
0
N < · · · < x

k
N < · · · < x

N
N = x

est de kièmepas ek = (x
1
N − 1) x

k−1
N et minimise, parmi les subdivisions d’ordreN

α : 1=a0 < · · ·<aN =x de [1, x], la somme de Darboux supérieure Lα(a, b;h) :

Lα(1, x;h) ≥ LγN
(1, x;h) =

N∑
k=1

1

x
k−1

N

(x
1
N − 1)x

k−1
N = N(x

1
N − 1)

c) Déduire de ce qui précède log(x)
Def
= L(1, x;h) = Lim

N→+∞
‘N(x

1
N − 1)

1 (pour u=ak−1 et w=ak+1)
2 Comme en 1), on admettra que parmi les subdivisions d’ordre N de [a, b] il y en a une qui

minimise la somme de Darboux supérieure Lα(a, b; f).



Algèbre

Relations sur un ensemble : C Relation d’équivalence

1) Prouver que sont des relations d’équivalence a) l’égalité dans un ensemble E.
b) Si V est un espace vectoriel, la colinéarité3L dans l’ensemble E =V \{0}.
c) Si N ∈ N la congruence modulo N dans l’ensemble N des entiers positifs.

2) Soit une application f : E → F et ≺F une relation d’ordre sur F .
On définit la relation f∗(≺F ) sur E par x f∗(≺F ) y si f(x) ≺F f(y).
Prouver que f∗ est une relation d’ordre sur E si et seulement si f est injective.

3) Soit dans N×N [respectivement R[X]×(R[X]\{0})] les relations les composantes :
i) ont même différence formelle :

si (m,n), (p, q) ∈ N ×N (m,n) ∼
ent. rel.

(p, q) si et seulement si m + q = n + p

[resp. ii)] sont numérateur et dénominateur d’un même nombre rationnel positif :

si (m,n), (p, q) ∈ N ×N (m,n) ∼
frac. pos.

((p, q) si et seulement si mq = np

[resp. iii)] sont numérateur et dénominateur d’une même fraction rationnelle :

si (P,Q), (R,S)∈R[X]×(R[X]\{0}) (P,Q)) ∼
frac. rat.

(R,S) si et seulement si PS =QR

Prouver que ces trois relations sont des relations d’équivalence
[dans N×N pour les deux premières et R[X]×(R[X]\{0}) pour la dernière.]

4) Soit R,S des relation sur les ensembles X et Y . Sur l’ensemble produit X × Y on définit la

relation produit R×S par si (x, y), (x′, y′) ∈ X×Y, (x, y)R×S(x′, y′) ssi xRx′ et ySy′. Prouver :

a) Si R et S sont d’équivalence [resp. d’ordre] alors R× S est d’équivalence [resp. d’ordre].

b) Si R et S sont d’équivalence et (x, y) ∈ X × Y alors (x, y)R×S = xR × yS :

l’ensemble quotient X × Y/R× S s’identifie donc à X/R× Y/S par (x, y)R×S 7→ xR × yS

5) On reprend les notations de l’exercice 3) et note

N×N/ ∼
ent. rel.

Def
= Z, N×N/ ∼

frac. pos.

Def
= Q∗+ et R[X]×(R[X]\{0})/ ∼

frac. rat.

Def
= R(X)

Déduire du critère du ii) une construction des opérations de Z,Q∗+ et R(X) :
a) Les applications σ, π : (N×N )× (N×N ) → N×N ,
σ((m,n), (p, q))=(m + p, n + q), π((m,n), (p, q)) = (mp + nq, mq + np)
passent au quotient en +, · : Z× Z → Z
b) Les applications σ, π : (N×N )× (N×N ) → N×N ,
σ((m,n), (p, q))=(mq + np, nq), π((m,n), (p, q)) = (mp, nq)
passent au quotient en +, · : Q∗+ ×Q∗+ → Q∗+
c) σ, π : R[X]×(R[X]\{0})×R[X]×(R[X]\{0}) → R[X]×(R[X]\{0}),
σ((P,Q), (R,S))=(PS + QR, QS), π((P,Q), (R,S)) = (PR,QS)
passent au quotient en +, · : R(X)×R(X) → R(X)

3 définie par, si u, v ∈ V \{0}, uLv ssi il y a (λ, µ) ∈ R2\{0} t.q. λ · u + λ · v = 0.


