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Exercices de cours 3 (6 février 2008)
Algebre

Relations sur un ensemble : B Relation d’ordre

1) Soit < une relation d’ordre sur un ensemble E. Prouver que la relation -sur FE,
définie par x > y si et seulement si y < = est une relation d’ordre sur F.
La relation > est ’ordre opposé a <.
Quels sont les ordres opposés & I'inclusion C sur P(X) et la divisibilité | sur N'?

2) Soit X un ensemble et B C X. On considére ’ensemble ordonné (P(X),C) et
up,np,cp : P(X) — P(X),up(A) = AUB,np(A) = AN B,cp(4) = B\ A

Prouver que up et np sont croissantes et que cp est décroissante.

3) a) Prouver que l'application f : (R, <) — (R, <), f(x) = 1 — x est décroissante.
Apres I'avoir déterminée, dire si ’application composée fo f est aussi décroissante.
b) Soit (E,<g), (F,<Fr), (G, <¢g) trois ensembles ordonnés et

f:(E,%E)H(F,<F), g:(F,%F)H(G,<G)

qui sont soit croissante soit décroissante. Dans chacun des trois cas non couverts
par la proposition!que dire de I’application composée go f : (E,<g) — (G, <g)?
Prouver les trois variantes de la proposition que vous venez d’énoncer.

4) a) Prouver que si (F, <g) est un ensemble ordonné alors Idg : (E,<g) — (E, <g) est croissante.
b) Prouver que Idy : (N, ]) — (N, <) est croissante et que Idar : (N, <) — (N, ]) ne lest pas.
c) Est-ce que Idn : (N, |) — (N, <) est croissante??

d) Déduire de b) un exemple de morphisme d’ensemble ordonné, bijectif mais non isomorphisme.

5) Soit (F,<pg) et (F,<p) deux ensembles ordonnés avec <p total. Prouver que
une application croissante f : (E,<g) — (F,<p) est un isomorphisme d’ensemble
ordonné si et seulement si elle est bijective. [et qu’alors <r est total], comparer avec 4).

6) Prouver que toute partie A C P(X) a, pour l'ordre d’inclusion C, une borne
inférieure et une borne supérieure : si A ={X; C X ;i€ I} C P(X), alors

Def

inf(A) =NierX; = {zeX;Viel,z e X;}

sup(A) = User X; Def {r e X;3Jiel, avecxz € X;}

f croissante et g décroissante, f décroissante et g croissaqnte, f et g décroissantes.

2 La divisibilité sur N est définie comme sur N : si z,y € N, z|ly ssiil y a 2 € N tel que
y = x - z, en particulier comme pour tout x € N on a = - 0 =0, tout = € N divise 0.



Intégration : B Primitives des fonctions continues

Soit a,b € R avec a <b (de sorte que [a,b] est un intervalle réel fermé non trivial).

1) Prouver que sia < beR et N € N\{0} la subdivision réguliere d’ordre N de [a, b]
(pour 0 < k < N,ay, = a + k25%) est I'unique subdivision d’ordre N de [a, b]

a=ap < - <aqp1<ap<---<any=2b
ayant tous ses pas égaux [c. a d.si 1 < k,l < N,ap —ap_1 et er = e 2ef a; —aj_1]

2) Prouver que raffine est une relation d’ordre sur 'ensemble A(a,b) des subdivisions
d’un intervalle réel fermé non trivial [a, b].

3) a) Prouver que, si M, N € N\ {0}, la subdivision réguliere d’ordre N de |a, ]
raffine la subdivision réguliere d’ordre M de [a, b] si et seulement si N divise M.

b) Pour 0<v <4 représenter sur une figure la subdivision réguliere d’ordre 2¥ de [a, b].

4) On rappelle que sia < ax_1 < d < ar <bet f:[a,b] — R est bornée on a défini
k= sup f(t), L= ssup f(t), Ui= sup f(t)

t€lak—_1,ax[ t€lak—1,a’ t€la’,al |

Prouver I}, 1)) < max(l}, f(a'),l}) = li.

5) Soit « la subdivision réguliere d’ordre N de [a,b] et f : [a,b] — R, f(t) =t.
Calculer®la somme de Darboux supérieure L, (a, b; f).

Un petit probleme sur les polyndmes et fractions rationnelles :
Les fonctions log et Arctg sont de nouvelles fonctions (pas des fractions rationnelles).

m n
6) Soit P= Z ap Xk, Q= Z b X' € R[X], am # 0 # by, deux polynémes non nuls, & coefficients
k=0 =0

m n
réels de degré m,n €N et P':Zk:aka_l, Q’:Zllel_l €RJ[X] les polynoémes dérivés.

k=0 =0
a) Prouver que, 8’il est non nul, X (P'Q — PQ’) est de degré au plus m+n avec égalité ssi m # n.
b) Vérifier que Q2 est de degré 2n, en déduire qu’on ne peut avoir Q%2 = X(P'Q — PQ’).
¢) Conclure que (la fonction logarithme n’est pas une une fraction rationnelle ).

7) Prouver que pour tout polynéme non nul 0# A€R[X] il y a un unique (o, B) €N x R[X] avec

A= (X24+1)%B et B(i)#0

8) Soit 0 # P,Q € R[X] deux polynémes non nuls & coefficients réels et m,n € N, R, S € R[X]
avec R(i) # 0 # S(i) [donnés par T)] tels que P = (X2 +1)™Ret Q = (X2 + 1)"S.
a) Vérifier T 72 (X2 +1)(P'Q ~ PQ’) = (X2 +1)™*" ((m —n)2X RS + (X2 4 1)(R'S — RS")).
b) En déduire que si T#0 alors T=(X?2 + 1)7U, U(i)#0, m +n<7 €N avec égalité ssi m#n,
puis que 'on ne peut avoir Q2 = (X? + 1)(P'Q — PQ’).

¢) Conclure que (la fonction arctangente n’est pas une une fraction rationnelle ).
d) Reprendre 6) avec la méthode de 8) [en écrivant P = X™R, Q = X"S avec R(0)# 0#S(0)].

Comparer ces résultats avec 9) du verso de la feuille exercices de cours 1.

3 en fonction de a,b et N, mais sans apparition du signe somme E .



