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Exercices de cours 2 (29 Janvier 2008)

Intégration : A Calcul des primitives. A4. primitives des fractions rationnelles
0 0
1) a) Sans les conventions Z:O, H:l écrire les quatre!énoncés correspondant au
k=1 k=1

Théoréme de factorisation. — Soit neN et B(X)=X"+ Z ar X" FeR[X]

k=1
un polynéme unitaire de degré n a coefficients réels alors

ilyar,seNet (sir>0), pour 1<j <r, u; e N\{0},t,€R et

(si $>0), pour 1 <k<s, vy e N\{0}; Br = by + icy € R +i]0, +00[C C avec
si1<k#1<s,1<i#j<r, Bp#0, tiF#t;, et tels que, en posant

Lj:X —tj,Qk = (X — bk)2 +Ci:(X —ﬁk)<X —ﬁk)ER[X], on a:

B = ﬁL;Lj ﬁ Q3% donc n:i,uj +2§:yk
k=1 j=1 k=1

Jj=1

b) Dans les cas n = 0,1,2,3,4,5 expliciter les énoncés obtenus.
c¢) Dans le cas général si n est impair peut-on avoir r = 07

2) Soit un intervalle réel I sur lequel B ne s’annule pas [pour 1 < j <rt; ¢ 1] et x € I.
Détailler le calcul des primitives sur I, s’annulant en xg €1, des éléments simples
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[Pour le dernier calcul, remarquer les relation (Q})? +4c? = 4Qy, et (Q}) = 2]
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3) Sir = 2,8 = 2,,u1 = 2,”2 = 1,V1 = 1,7/2 = 2,t1 = —1,t2 = Q,ﬁl = 1+Z,ﬂ2 =1
et donc B=(X +1)%(X — 2)(X? —2X +2)(X? + 1)? écrire I’énoncé du Thm?2 et
donner les polynf)mes Cl,l) 01’2, 02,1, D171, D2,1, DQ’Q

4) Généralisant les calculs donnés dans les derniers exemples, écrire une preuve
directe [sans effectuer au préalable la division euclidienne du numérateur par le dénominateur]
du théoreme 2 par récurrence sur le degré n du dénominateur B de la fraction
rationnelle a exprimer en éléments simples.

1 pour 7#0 et s=0, r#0 et s#0, r=0 et s#0, r=0 et s=0, a-t-on dernier cas si n>07?



Algebre

Relations sur un ensemble : A Définitions et propriétés des relations
1) Ecrire les graphes des relations > et > dans I'ensemble A des entiers positifs.

2) En citant les énoncées, de la présentation de N du cours, que vous utiliserez
prouver que sin € N et z,y € N on a x = y modn si et seulement si :
soit £ =y
soitz <yetilyaaeNtelquea-n+z=y
soit z >yetilyabe N tel quex=0b-n+y.

3) Vérifier que le graphe de la relation £ étre liés sur E = R? est :
T = {((x1,22), (y1,92)) € R*; w192 — o1 = 0}

4) Vérifier que, hormi < sur N tous les exemples donnés dans le §1 :

=sur F, C surP(X), < surN, |[sur N, modnsur N et LsurV

sont des relations reflexives.

5) a) Vérifier que = sur E, modn sur N' et £ sur V sont des relations symétriques,
b) mais que < sur N, < sur A/, | sur NV, ne sont pas symétriques.
c¢) La relation C sur P(X) est-elle symétrique? [Distinguer les cas X = 0 et X # (]

6) a) Vérifier que = sur E, C sur P(X), < sur NV, [sur N sont antisymétriques.
b) La relation < sur N est-elle antisymétrique?
c¢) La relation mod n sur A est-elle antisymétrique? [Distinguer les cas n = 1 et n # 1.]

7) a) Vérifier que = sur E,C sur P(X), < sur N, < sur N, |sur N, modn sur N/
sont des relations transitives.
b) Prouver que L sur V est transitive si et seulement si dimV" < 1.
[Remarquer pour tout u,v € V on a ul0 et 0Lv]

8) a) Prouver que réflexivité, symétrie, anti-symétrie et transitivité sont des pro-
priétés stable par restriction.
[c. a d. si «mot) € {réflexive, symétrique, anti-symétrique et transitive} et /R est une relation
«mot ) sur un ensemble F et ' C E alors la relation R|p induite sur F' est ( mot »]
b) Soit V' un espace vectoriel réel. Prouver que la restriction Lyjnoy & V'\{0} de
la relation L étre liés est une relation transitive.



