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Exercices de cours 12 (23 Avril 2008)
Intégration

E La formule de Taylor avec reste intégral

1 Révisions de B et C et compléments : Définition de
∫ v

u
si u 6< v

1) Soit a < b ∈ R. a) Vérifier que trois points x, y, z ∈ [a, b] ont 9 ordres possibles.
b) Soit f : [a, b] → R intégrable au sens de Riemann. Dans chacun des 9 cas décrits
en a). Etablir à partir du cas x < y < z et des définitions pour u 6< v ∈ [a, b] de∫ v

u
f : si v < u ∈ [a, b],

∫ v

u
f = −

∫ u

v
f,

∫ u

u
f = 0 =

∫ v

v
f la relation de Chasles∫ z

x

f =
∫ y

x

f +
∫ z

y

f

2) Soit f : [a, b] → R intégrable au sens de Riemann et x, y ∈ [a, b]. a) Prouver

inf
(y−t)(x−t)≤0

{(y − x)f(t)} ≤
∫ y

x

f ≤ inf
(y−t)(x−t)≤0

{(y − x)f(t)}

b) Donner des exemples où (y−x) inf
(y−t)(x−t)≤0

f(t) ≤
∫ y

x

f ≤ (y−x) sup
(y−t)(x−t)≤0

f(t)

et |y − x| inf
(y−t)(x−t)≤0

f(t) ≤
∫ y

x

f ≤ |y − x| sup
(y−t)(x−t)≤0

f(t) sont faux.

3) Soit f : [a, b] → R Riemann-intégrable. Déduire de la relation de Chasles et, si

g = f − f(x1) de l’inégalité de la moyenne
∣∣∣∫ y

x

g
∣∣∣ ≤ |y − x| sup

(y−t)(t−x)≥0

|g(t)| que

Si x0 ∈ [a, b] et F : [a, b] → R, F (x) =
∫ x

x0

f a) la fonction F est continue et

b) si f est continue en x1 ∈ [a, b] alors F est dérivable en x1 et F ′(x1) = f(x1).
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4) Soit n ∈ N un entier positif et f : [a, b] → R une fonction n-fois dérivable.
Prouver que si k, l ∈ N avec k + l = n et k > 0 alors f (l) est k-fois dérivable et
pour 0 ≤ j ≤ k sa dérivée jième est

(
f (l)

)(j) = f (l+j).

5) Déduire de la formule de Taylor avec reste intégral que pour tout y ∈ R et n ∈ N :

sin(y) =
n∑

k=0

y2k+1

(2k + 1)!
(−1)k + y2n+2

∫ 1

0

(1− s)2n+1

(2n + 1)!
(−1)n+1 sin(sy)ds =

=
n∑

k=0

(−1)k y2k+1

(2k + 1)!
+ (−1)n+1y2n+3

∫ 1

0

(1− s)2n+2

(2n + 2)!
cos(sy)ds

cos(y) =
n∑

k=0

y2k

(2k)!
(−1)k + y2n+1

∫ 1

0

(1− s)2n

(2n)!
(−1)n+1 sin(sy)ds =

=
n∑

k=0

(−1)k y2k

(2k)!
+ (−1)n+1y2n+2

∫ 1

0

(1− s)2n+2

(2n + 2)!
cos(sy)ds

et établir pour les restes intégraux les majorations∣∣y2n+2

∫ 1

0

(1− s)2n+1

(2n + 1)!
(−1)n+1 sin(sy)ds

∣∣ ≤ y2n+2

(2n + 2)!∣∣y2n+1

∫ 1

0

(1− s)2n

(2n)!
(−1)n+1 sin(sy)ds

∣∣ ≤ y2n+1

(2n + 1)!


