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Arithmétique (I1I)
L’anneau Z des entiers relatifs

3 Division euclidienne et algorithme d’Euclide.

1) Avec lalgorithme «a neuf mémoires» a,b, 7y 1, n, Un—1, Un, Vn—1, Un, ¢ [rappelé
en 2) ci-dessous] déterminer pged et une identité de Bezout pour a = 78 et b = 57.

2) Soit a,b€Z avec a>b>0. On pose 1o =a,r; =b et, si m >0 est tel que r,, >0
SOit a1 =Tm—1 — Q@m - Tn, 0< 111 <7, le reste de la division de r,,_1 par r,,.
Ainsi, d’apres 'algorithme d’Euclide, le pged de a et b est d = r,, tel que r,,41 = 0.
Prouver par récurrence que, si ug = 1,u; = 0,v9 = 0,v1 =1l et pour 1 <m <n
ON & Um+t1 = Um—1 — Gm * Um €6 Vi1 = Um—1 — @m * Umn- alOrs 7y = Upy - @+ Uy - b

Groupes

1 sous-groupes et morphismes de groupe.

3) Prouver qu’une partie H C G d’un groupe est un sous-groupe si et seulement si
(1) elle est non vide [ce qui suit de (1") elle contient I’élément neutre e de G] et
(2) pour tout h,k € Gonah-k=' € G

4) Déduire de 3) une autre rédaction de la preuve que I'image et le noyau d’un
morphisme de groupes f : G — K sont des sous-groupes de K et G respectivement.

5) Soit f : G — K un morphisme d’un groupe G vers un groupe K et H < G, L < K
deux sous-groupes de G et K respectivement. Prouver que f(H) = {f(h); h € H}
et f7H(L)={g€ G; f(g9) € L} sont des sous-groupes de K et G respectivement.

2 Exemples de groupes.

/ /
6) Soit la relation £ de colinéarité sur GLo(R) : M = a b L a/ b, =M'siet
c d cd d

seulement siily a A € R\ {0} tel que M’ =AM : a’ = Xa, b’ = \b,/ = Ae,d = \d
est une relation d’équivalence et si on note PGLy(R) = GL3(R)/L 'ensemble
quotient, le produit de matrices o : GLy(R) x GL2(R) — GL3(R) passe au
quotient en 6 : PG Ly(R)xPGL2(R) — PGLy(R), une loi de groupe sur PG Ly (R).

a b e
7) Soit A2(R) = { c d f|eMs;R);ad—bc# O}. Prouver que
0 0 1

a) Az(R) est un sous-groupe de GL3(R) = ({M € M3(R); detM # 0}, 0).
b) Les éléments de A2(R) conservent le plan affine P = {(z,y,2) € R3; 2 =1} :

Si A= <CCL b) € GLy(R),v = (;) € R?et M = (M v) € A2(R) alors

d 0 1
ax +by+e
pour tout Z = (z) c R? onaM(f) = (AZl+v) =|cx+dy+f
1

b’) Réciproquement prouver que Az(R) = {M € GL3(R);M(P) C P}.
c¢) Prouver directement que, muni de la composition des applications,

{fan:R* >R fa,(X)=AX +v; A€ GLy(R),v € R*}

est un sous-groupe du groupe &(R?) des bijections du plan R?.



Intégration

D Motivation (et préhistoire)
des constructions de Darboux-Riemann : un théoréme d’Archimede.

1) Vérifier quesia #b € R {x € R; (b —x)(x — a) > 0} est 'ensemble des réels
entre a et b et la droite passant par A = (a,a?) et B = (b, b?) est

dap ={(z,y) € R*; z(a+b) —y = ab}

2) Prouver que si M € P(A, B) est sur l'arc allant de A = (a,a?) & B = (b,b?) de la
parabole P = {(z,y) € R?; y = 22} alors la distance de M & la corde [A, B] est
maximale au point C' de P(A, B) ou la tangente & P est parallele a [A, B].

3) Exprimer si a < b, l'aire du secteur de parabole Sp(A, B) comme

@0 —a) /abgczdxz / o+ D)o ab)de - / e

la différence des aires du trapeze {(z,y) € R*;a <2 <b,0 <y < (a+b)z — ab}
et de la région sous le graphe de la fonction carré sur [a, b].
En déduire une «preuve par calcul intégral» du théoreme d’Archimede.

4) Si A= (CCL 2) € GLy(R),v = (e, f) € R? soit fa, : R? — R? définie par

fao(M)=(ax+by+e,cx+dy+ f)

Prouver que pour tout point M = (x,y) de la parabole P = {(z,y) € R?; y = 22}
le point fa,,(M) € P si et seulement si b= 0,c = 2ae,d = a® et f = e

5) Soit a,c,d,e, f € R avec ad #0 et F: R? — R?,F(z,y) = (ax + e,cx + dy + f).
a) Prouver que F est bijective et déterminer la bijection inverse G = F~1 : R? — R2.
b) Soit R = (r,0),S = (5,0),T = (¢,0),U = (r,u),V = (s,v), W = (t,w) € R?
bl) Déterminer les images F'(r)=R/', F(S)=S',F(T)=T',F(U)=U",F(V)=V/,F(W)=W".

On suppose désormais, et jusqu’a la question c¢) incluse que l'on a r<s<t,u,v,w>0 et f
est suffisament grand pour que U’, V' et W’ soient au dessus de ’axe des abcisses.
b2) Tracer les quadrilateres RSVU, STWV, TRUW et R'S'V'U', S"T"W'V' , T'R'U'W"'.
b3) Vérifier que ce sont des trapeézes, en déduire leurs aires. Quelle relation remarque-t-on entre
l’aire d’un des trois premiers quadrilateres et I’aire du quadrilatére primé correspondant?
¢) En distinguant les cas o V' est au dessus ou au dessous du segment UW ad > 0 et ad < 0,
exprimer les aires A et A’ des triangles UVW et U'V'W' en fonction des aires calculées en b3).
d) Déduire de ce qui précéde, dans le cas général la relation rapellée en cours

A= det(a 0)‘:|ad|A

c d

6) a) Vérifier que si f : [a,b] — R est différentiable alors la tangente au point du
graphe de f d’abscisse xg € [a, b] est la droite d’équation y — yo = f'(z0)(x — x0).
b) En déduire une preuve directe que si A = (a,a?), B = (b,b?), A # B sont deux
points distincts de la parabole P = {(z,y) € R?; y = 2} alors le point C' = (¢, ¢?)
de P ou la tangente a P est parallele a la corde [A, B] est d’abscisse ¢ = aTb.



Huit probléemes de révision et compléments
Trois en intégration autour de la méthode des trapezes

1) Soit m,n € Z avec m < n. Pour tout entier k compris entre m et n (m < k < n) on se donne
des nombres t; € C et définit la sommation primée des ty pour k allant de m a n par :

n /

Z ty = itk—%[thrtn}
k=m

k=m

a) Prouver que la sommation primée vérifie la relation de Chasles :sip€Z et m<p<mnona

b) A partir de la définition des sommes primées calculer les pour k allant de 0 & n dans les cas
bl) t, =k, b2) tp, = k2, b3) b & Z7 et t, = cos(2kb)

[pour b3) penser & 2 cos(a) sin(b) = sin(a+b) —sin(a—b) et sin(c+b) = sin(c) cos(b)+cos(c) sin(b)]
Dans les trois cas comparer les formules obtenues avec les sommes correspondantes non primées’.

2) Soit f : [a,b] — R. Pour tout n € N la nieMe gypdivision réguliére dyadique de [a, b] est :

n " b—a " b—a n nb—a
D, :a=uqay <ay :a—|—2—n<...<ak :a—}—kQ—n <...<ajn =a+2 on =b
2n 277, /
et on pose hy, = b;—na, Sn(f,a,b) = Zf(aﬁ)hn et, Tn(f,a,b) = Z flap)hn
k=1 k=0
a) Prouver que si f est continue croissante Sp(f,a,b) est la somme Lp, (f) du cours, Pautre
2" -1
3 b—a
somme du cours étant Ap_ (f) = Z flag)hn = Sn(f,a,b) — (f(b) — f(a)) on
k=0
b) Prouver que si a < ¢ <d < b alors T1(f,¢,d) = To(f,c,d) — [f(c) + f(d) — 2f(62d ] dzc.

¢) Prouver que si z,h € R sont tels que z + h,x — h € [a, b] alors = € [a, b]. On définit alors
A?f(z,h) = f(z +h) + f(z — h) - 2f(x)

d) Déduire de a), 1) a) et b) que pour tout n € N on a la relation de récurrence

271
hn 1 n
(Rn) Tn+1(f7a7b) :Tn(fvaab) - 2+ E Agf(aggjlahn-‘rl)
k=1

e) On suppose qu’il y a M > 0 tel que la fonction f vérifie la condition de régularité :
(Dar(la, b])) pour pour tout z,h € R,  + h,z — h € [a,b] on a |A%f(x, h)| < Mh?
Prouver qu’alors pour tout entier naturel n € N on a :

M(b—a) (b—a)?
1 gnt1

|Tar1(f,a,b) = Tu(f,a,b)| <
f) En déduire que la suite T, (f, a,b) converge et sa limite T vérifie pour tout n € N

M(b—a) (b—a)?

(Ln) T =Tl £ =2 2

g) Peut-on déduire de (Ly) que f est intégrable au sens de Riemann et que T, (f, a,b) converge
vers intégrale fab f de f sur [a,b]? [penser & f:[0,1] — {0,1} C R, f~1({0}) = [0,1] N Q]

h) Prouver que si f est intégrable au sens de Riemann et vérifie la condition (Dps([a,b]))
alors T, (f,a,b) converge vers fab f. Dans le cas ou de plus f est continue croissante comparez
l’approximation de I’erreur donnée par (L) avec [Cf. a)] celle donnée par I’encadrement du cours

b
Ap, (f) </ f<Lp,(f)

L que vous avez comme calcul intermédiaire!



3) a) Pour chacune des fonctions fo, f1, fo : R — R, fo(t) = cos(t) f1(t) = t, fa(t) = t2,
Déterminer par calcul algébrique ou trigonométrique direct des constantes M > 0 telle que,
pour k = 1,2 et 3 la fonction fj vérifie, pour tout intervalle I, la condition (Dps, (1)) de 2) e).
b) Déterminer pour chaque intervalle borné I et k = 3,4 des My tels que f3,f1 : R — R,
f3(t)=t3, fa(t)=e® vérifient (D, (I)). Peut-on, comme en a) prendre My, indépendant de I?

cinq problemes de révision en algebre

4) Soit N = 2k + 1,k € N un entier impair supérieur & 1. On identifiera A'/modN & 1’ensemble
{1,..., N} des plus petits restes positifs modulo N et considére ’application d’élévation au carré

¢: N/modN — N /modN,z — 2% = zx

a) Prouver que si I=1,..., N — 1 alors ¢(I)=c(N — ). En déduire que si k=1,..., N — 1 alors,
soit ¢~ (k) =0, soit card(c~!(k)) >2 (et en ce dernier casily ale{1,..., %} tel que ¢(l)=k).
b) En déduire que I'image ¢(N/modN) de ¢ a au plus 1+ % = % éléments.

c) Dans les cas N = 3,5,9,15, déterminer pour k = 1,..., N les nombres card(c™!(k)).

A-t-on toujours égalité dans la minoration de a) et la majoration de b)?

d) Prouver quesi 1 <1 <Ul' =1+h < N;1 alors [ + 1’ n’est pas divisible par N. En déduire que
si de plus N est premier et c¢(I) = ¢(I’) alors [ = I’. [on prouvera que h est divisible par N].

e) Déduire de ce qui précede que si N est premier impair alors card(c¢(N/modN)) = %

(

5) Dans R? soit d1,d2,ds les droites vectorielles engendrées par e; = (0,1),e2=(1,1), e3
a) Soit f, f' : R? — R? deux isomorphismes linéaires tels que pour i = 1,2,3 on a f(d;)
al) Prouver que 'isomorphisme g = f~! o f/ est tel que pour i = 1,2,3 on a g(d;) = d;.

a2) En déduire qu’il y a A € R\ {0} tel que la matrice de g est (A 0 )

1,0).
f'(di).

0 A
b) Prouver que si d1, d2, d3 sont trois droites vectorielles deux & deux distinctes, et pour ¢ = 1,2,3
soit f; = (i, y;) un vecteur engendrant &; alors (f1, f3) est une base de R? et fo & 61 U J3.

En déduire que Papplication linéaire f/ de matrice F'= _?213 _xil est un isomorphisme de R?
envoyant les droites 1 et d3 sur dy et d3 respectivement (pour ¢ = 1,3 on a f(6;) = d;), puis que :

Wl
0
composé f= f"of’ envoie chaque droite ¢;,7=1, 2, 3 sur la droite d; de méme indice (f(§;) = d;).
Il y a-t-il unicité de (w’,w”)? Expliciter des (w’,w’’) possibles.

6) Soit Y C X une partie d’un ensemble X et f: X — X bijective telle que f(Y) C Y.
a) Prouver que f induit une application injective fy : Y — Y,y — fy (y) = f(y).
b) Prouver que si la partie Y est finie alors fy est bijective.
¢) Donner un contre-exemple a la généralisation de I’énoncé de b) au cas ou Y n’est pas finie.

Il y a un isomorphisme f” de R?de matrice F" = ( wO//) diagonale tel que ’isomorphisme

7) On rappelle que 'ensemble des droites vectorielles d’un espace vectoriel V' s’identifie au quotient
de I’ensemble V'\ {0} des vecteurs non nuls de V' par la relation induite £| par la colinéarité? £

et que dans le cas V = R? on note P1(R) = (RQ\{O]»)/£|7 qui est nommé droite projective réelle
et a pour systéme de représentant {(z,1);z € R} U {(1,0)} abrégé en P}(R) = R U {co}.

a’) Prouver que L| est une relation d’équivalence sur V'\{0}.

a”) La relation L est-elle une relation d’équivalence sur V7

b) A quelle condition une application f : R? — R? induit f = P!(f): P}(R)— P}(R)?

b’) Prouver que f linéaire induit f : P*(R) — P(R) si et seulement si f est un isomorphisme.
c) Déduire de 5) que deux isomorphismes linéaires f, g : R? — R? induisent la méme application
f=7:PY(R) — P'(R) si et seulement si elles sont colinéaires : il y a A € R\{0} tel que g = \f.

8) On rappelle qu’une homographie est une classe d’équivalence M pour la relation de colinéarité

de matrices M = <(; Z) € M2(R), ad — bc # 0 inversibles 2x 2, d’aprés 7) on peut l'identifier

af:PY(R)=RU{c0} >z +— %jr'g € P!(R) induite par I’application linéaire f de matrice M.

a) Déduire de 5), 6) et 7) que si Y C P!(R) est une partie finie de P1(R) & au moins trois
points (card(Y) > 3) alors I'ensemble H(Y') des homographies f tel que f(Y) C Y est fini.

b) Déterminer cet ensemble H(Y) quand bl) Y = {0,00} C RU {0} = P}(R)

b2) Y ={0,1,00} CRU{occ} = PI(R) b3)Y ={-1,0,1,00} C RU {0} = P}(R)

2 Siu,v € V alors u L v si et seulement si il y a (X, ) € R?\{0} tels que A\u + pv = 0



