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Exercices de cours 10 (2 Avril 2008)
Arithmétique (III)
L’anneau Z des entiers relatifs

1 Définition de ’anneau Z

1) Soit : (N X N) x (N XN) = N xN,(m,n)r(p,q) = (mp + ng,mq + np) et
o:NXN)X N xN)—=NxN,(m,n)o(p,q) = (m =p,n=q). Prouver que
) la loi 7 est distributive par rapport a la loi o et la loi 7 est commutative.
b) ni o ni 7 n’a d’élément neutre.

2) Soit L, T : X x X — X deux lois compatibles & une relation d’équivalence ~ et
1, T:X/ox X/ — X/~ les lois quotient correspondantes. Prouver :
a) Si L est associtative (resp. commutative) alors L est associative (resp. commutative).
b) Si e est un élément neutre de | alors € est un élément neutre de L.
c) si L a un élément neutre et y € X est élément symétrique de x € X pour L
alors 7 € X/, ~ est élément symétrique de T € X/ pour L.
d) si T est distributive par rapport & L alors T est distributive par rapport a L.

2 N et Vordre de Z

3) Vérifier que a) {(m,n) € N x N';m > n} est stable par o et par 7.
b) {(m,n) € N x N';m < n} est stable par o, mais pas par 7.

4) Soit (G, -) un groupe noté multiplicativement, son neutre est noté e et P C G. Soit
sur G la relation P définie par, si z,y € G, alors Py si et seulement si z~ 1y € P.
Prouver que R est a) reflexive si et seulement si e € P.

b) transitive si et seulement si P est --stable, c. a d. pour tout p,q€ P on a p-q€ P.

3 Division euclidienne et algorithme d’Euclide.

5) Soit a,b € Z\ {0} prouver que a|b dans Z si et seulement si |a| | |b| dans N.
6) a) Déduire de ’algorithme d’Euclide que si m,n, k € N alors
pged(k -m,k-n) =k - pged(m,n)
b) Retrouver a) a partir des factorisations de m,n et k en nombres premiers.

7) Soit a,b,c € Z tels que (a,b) = 1. En calculant d’apres 6) (ac,bc) déduire une
autre preuve du Lemme de Gauss : si et b divise ac alors b divise c.

8) Déterminer pged et une identité de Bezout pour a = 78 et b = 57.

9) Soit a,b € Z avec a > b # 0. On pose ro = a,71 = b,ug = L,u; =0et, sim >0
est tel que 7, # 0 on définit 7,41 = Tm—1 — Gm - T, 0 < T < T,
le reste de la division de 7,1 par rp, et Umi1 = Um—1 — @m - Up,. Ainsi, d’apres
I’algorithme d’Euclide, le pged de a et b est d = r,, tel que r,41 = 0.
Pour 0 < m < n, prouver par récurrence que b divise 7, — up, - a, et donc si v,
est le quotient de r,, — Uy, -a par bon a r,, = Uy, - a4+ Uy - b



