
Mat122V (http: //www-fourier.ujf-grenoble.fr/ marin/Manuscripts/Mat122V/Mat122V.html) Année 2007-2008

Exercices de cours 10 (2 Avril 2008)
Arithmétique (III)

L’anneau Z des entiers relatifs

1 Définition de l’anneau Z

1) Soit π : (N × N ) × (N × N ) → N ×N , (m,n)π(p, q) = (mp + nq, mq + np) et
σ : (N ×N )× (N ×N ) → N ×N , (m,n)σ(p, q) = (m = p, n = q). Prouver que
a) la loi π est distributive par rapport à la loi σ et la loi π est commutative.
b) ni σ ni π n’a d’élément neutre.

2) Soit ⊥,> : X ×X → X deux lois compatibles à une relation d’équivalence ∼ et
⊥,> : X/∼ ×X/∼ → X/∼ les lois quotient correspondantes. Prouver :
a) Si ⊥ est associtative (resp. commutative) alors ⊥ est associative (resp. commutative).
b) Si e est un élément neutre de ⊥ alors e est un élément neutre de ⊥.
c) si ⊥ a un élément neutre et y ∈ X est élément symétrique de x ∈ X pour ⊥
alors y ∈ X/x ∼ est élément symétrique de x ∈ X/∼ pour ⊥.
d) si > est distributive par rapport à ⊥ alors > est distributive par rapport à ⊥.

2 N et l’ordre de Z

3) Vérifier que a) {(m,n) ∈ N ×N ;m ≥ n} est stable par σ et par π.
b) {(m,n) ∈ N ×N ;m ≤ n} est stable par σ, mais pas par π.

4) Soit (G, ·) un groupe noté multiplicativement, son neutre est noté e et P ⊂ G. Soit
sur G la relation P définie par, si x, y ∈ G, alors xPy si et seulement si x−1y ∈ P .
Prouver que R est a) reflexive si et seulement si e ∈ P .
b) transitive si et seulement si P est ·-stable, c. a d. pour tout p, q∈P on a p ·q∈P .

3 Division euclidienne et algorithme d’Euclide.

5) Soit a, b ∈ Z \ {0} prouver que a|b dans Z si et seulement si |a| | |b| dans N .

6) a) Déduire de l’algorithme d’Euclide que si m,n, k ∈ N alors

pgcd(k ·m, k · n) = k · pgcd(m,n)

b) Retrouver a) à partir des factorisations de m,n et k en nombres premiers.

7) Soit a, b, c ∈ Z tels que (a, b) = 1. En calculant d’après 6) (ac, bc) déduire une
autre preuve du Lemme de Gauss : si et b divise ac alors b divise c.

8) Déterminer pgcd et une identité de Bezout pour a = 78 et b = 57.

9) Soit a, b ∈ Z avec a > b 6= 0. On pose r0 = a, r1 = b, u0 = 1, u1 = 0 et, si m > 0
est tel que rm 6= 0 on définit rm+1 = rm−1 − qm · rn, 0 ≤ rm+1 < rm,
le reste de la division de rm−1 par rm et um+1 = um−1 − qm · um. Ainsi, d’après
l’algorithme d’Euclide, le pgcd de a et b est d = rn tel que rn+1 = 0.
Pour 0 ≤ m ≤ n, prouver par récurrence que b divise rm − um · a, et donc si vm

est le quotient de rm − um · a par b on a rm = um · a + vm · b


