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Exercices de cours 1 (16 et 22 Janvier 2008)

Algebre : Arithmétique (I) Les entiers positifs.
2 L’ordre des entiers positifs

1) Vérifier les (tables de négation) : non(<) =>, non(>) =<, non(<)=>, non(>)=<

2) Prouver les quatre propriétés de < et < relativement & + dans N :
Prop 1 Pour tout x dans N on a1l < z.
Prop 2 Pour tout z,y dans N, si x < y alors x + 1 < y.
Prop 3 Pour tout x,y,z dans N' i) siz <y ety < z alors z < z.
1) siz <yety<zalorsx < zetx==zsiet seulement six =y = z.
Prop 4 Pour tout x,y,z dans N ona i)siz<yalorsxz+2z<y+ z.
1) siz <y alors x + z < y+ z avec égalité x + z = y + z si et seulement si z = y.

3) a) En considérant, si z€N, 2/ =z + 1, prouver que N n’a pas de plus grand élément!.
b) Soit z,y, u,vEN tels que  +u=y + v. Prouver que si x <y alors v >v, puis :
c¢) Un ensemble non vide et majoré d’entiers positifs a un plus grand élément
[établir que si z € X avec z < M alors il y a un (unique) u € N tel que z +u = M + 1 et que
Y ={u€N;z+u= M+ 1} est non vide si et seulement si X est non vide.]

4 Divisibilité dans les entiers positifs

4) Prouver que pour tout z,y,z€ N on ai) 1|z i) x|z i) si x|y et y|z alors z|z.
5) (sans effectuer la division) prouver que 7 divise 6979.

6) Soit N1={(4k)'=4k+1 € N'; k€N l'ensemble des successeurs des multiples de 4
a) Montrer que N est stable par multiplication [c. a d. si x,y € N7 alors z -y € Ni]
Si a,b € N7 on dit que a divise b dans N1, et note a|1b,siillyace Nj telqueb=ac.

b) Vérifier 21,33 € N; et donner les multiples de 21 (resp. 33) inférieurs a 301.
[c. a d. déterminer les ensembles X ={x € N; 21|z et <301} et Y ={y € N; 33|y et y<301}].
c¢) Déterminer le p.p.c.m. [21,33] de 21 et 33. Est-t-il dans N;?

b’) déterminer les ensembles X1 ={x € N1 ; 21]1z et ©<301} et Y1 ={y € N1 ; 33|1y et y<301}].
d) Prouver que i) du théoréme définissant le p.p.c.m. reste vrai pour la divisibilité
dans Nj mais [en lui donnant un contre-exemple] que la partie i) n’a plus lieu.

7) Prouver que i) du corollaire définissant le p.g.c.d. reste vrai pour la divisibilité
dans Nj mais [en lui donnant un contre-exemple] que la partie i) n’a plus lieu.

8) Déterminer le p.g.c.d. (525,231). En déduire le p.p.c.m. [525,231].

L ¢. a d. un élément z € N tel que pour tout € N on a x < z.



Intégration : A Calcul des primitives
§A. 1. Rappels de calcul différentiel

1) Soit I un intervalle réel et f,g,h : I — R dérivables telles que gh = f.
En utilisant la formule de Leibnitz (de dérivation d’un produit), vérifier gh/ = f' — g'h.

En déduire, si V¢ € I, g(t) # 0, que Vt € I, h/(t) = £ '<t>9<tg>(;)é(t>9’<t>.

[Ainsi, en admettant dans (3) de la proposition 1 la dérivabilité de la fonction quotient g on

déduit de la formule de Leibnitz (2) la formule, donnée en (3) pour la dérivée de g]

2) L’exemple a) suppose la « définition de terminale? ) de la fonction exponentielle t — et

unique solution de I’équation différentielle e’ = e vérifiant e’(0) = 1.

Comme f :]0,+o0[— R, f(t) = % est continue le cours d’intégration assurera que f a une unique
primitive F' = log telle que F(1) = 0 et on prouve que log :]0, +00[— R est bijective.

En définissant I’exponentielle e : R — R comme la bijection réciproque de log, prouver que
I’exponentielle est dérivable et vérifie e/ = e.

comme

3) En admettant que p_1 : R — R,p_1(t) = % est dérivable de dérivée p’ ,(t) = —t% [ou en
appliquant (3) de la proposition 1] démontrer, en appliquant la formule de Leibnitz [(2) de la
proposition 1], par récurrence sur |n| € N, que pour tout n € Z la fonction p, :]0,+oo[—

R, pn(t) = exp(nlog(t)) = t™ est dérivable de dérivée p), = npn_1
§A. 2. Fonctions circulaires et leurs fonctions réciproques

4) Soit s : R — R, s(t) = T — ¢t. a) Expliquer géométriquement la relation cos = sin os.
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b) Déterminer s o s. En déduire bl) de a) la relation sin = cos os, puis :
b2) de ce que sin est dérivable avec sin’ =cos, que cos est dérivable avec cos’ =— sin et

b3) de sin~!(0) = {nm; n € Z} que l'on a cos~1(0) = {2"—;171- =nm+ 5;n€Z}

5) a) Tracer les graphes de Arcsin : [-1,1] — [~ 7, 5] et Arccos : [-1,1] — [0, 7].
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b) Vérifier, si t, s €[—1, 1] les relations al) sin(Arccos(t)) =+v/'1 — t2, a2) cos(Arcsin(s)) =v1 — s2.
c) Déterminer les applications Arccososin : [-5, 5] — R et Arcsinocos : [0, 7] — R.

8A. 3. Primitives

6) Soit f :] — 1,1[— R, f(t) = —\/ﬁ. Remarquer f(t) = %(1 — t2)_%(—2t) et f(t) =
cos(Arccos(t)) \/1_1? = sin’(Arccos(t)) Arccos’ (t). En déduire, si z €] — 1,1[, deux calculs de

fox f(t)dt dont vous déduirez une autre solution de 5) al).

. . s . . b P
7) Vérifier le calcul, fait en cours, par intégration par partie de fa m en calculant la dérivée

de la fonction F: R — R, F(z) = %[Arctg(w) + chxz]

8) Soit z € R. Par deux intégrations par partie calculer foz mda&
§A. 4. Primitives des fractions rationnelles : un petit probleme
9) Les fonctions de trigonométrie hyperbolique sont

et +e " et —e " sh(z) e*—e™®
h,sh, th : h(z)=——F—, sh(z)=———, th(z) = =
ch,sh,t R — R,C (1') y 8 ('ZE) 9 ; b (IL‘) Ch(.ﬁl?) er 4+ e~ T
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a) Vérifier qu’elles sont dérivables, calculer leurs dérivées et tracer leurs graphes.
b) Prouver que th induit une bijection de R sur |—1, 1] et que la bijection réciproque
arcth :] — 1,1[— R est dérivable, de dérivée arcth’ :] — 1,1[— R, arcth’(z) = =
¢) Du calcul, pour x €] —1, 1[, de I'intégrale [ >dt déduire la valeur de arcth(z)
d) Calculer la dérivée de f:] — 1,1[— R, f(z) = th(3 log(1£2)), retrouver c).

e) Déterminer directement, pour y €] — 1, 1[, pour quels z € R on a th(z) = y,
comparer le résultat obtenu avec ceux de c) et d).

2 ne serait une définition qu’aprés que 'on ait prouvé que cette équation différentielle a

une unique solution, ce qui n’est (pour l’existence du moins) pas fait en terminale!



