Mat122V Année 2007-2008
Examen seconde session mardi 17 Juin 2008 13h-16h

sans documents ni calculatrices
Ne répondre qu’aprés avoir lu attentivement la question effectivement posée ainsi que,
dans chaque partie indépendante Al, A2, B1, B2 et C, les questions qui la précedent.

On vous conseille de suivre 'ordre du sujet. Si vous ne savez répondre a une question
d’une partie, vous pouvez répondre a certaines questions ultérieures de cette partie.

Chaque question demande une réponse courte, précise et justifiée.

Dans vos réponses, ne pas omettre d’indiquer la lettre [de a) a 1)] correspondant & la
question traitée, par contre recopier le sujet est une perte de temps.

Le baréme, sur 24, permet d’obtenir la note maximale de 20 sans traiter le sujet
integralement, mais il tient compte de la clarté de la rédaction, la justification des affirmations
et la correction des liens logiques entre les énoncés écrits sur la copie : n’y reportez, apres les
avoir vérifiés au brouillon, que des raisonnements aboutis et des calculs dont vous étes str!

A Autour du cours
(sur 6 points)

Al
(sur 2 points)

Soit L une loi de composition sur un ensemble X. Pour p, g € Z, des entiers

q
relatifs avec p < g et des éléments z,,...,z, € X on définit le symbole kJ_ Ty par
=p
i i 1 ") L
T =, et, sl Ty = T T
K=p k p ) D < q, k=p k (k:p k) q

q q
a) Prouver que si la loi L est associative et p < q on a o=y L (k L Ty)

b) Donner un exemple de loi L sur un ensemble X non associative, d’entiers relatifs
p,q € Z avec p < g et d’éléments x,,...,z, € X, tels que a) n’ait pas lieu.

A2
(sur 4 points)

c¢) Soit f : [a,b] = R croissante. Prouver que f est intégrable au sens de Riemann.

B Exercices
(sur 8 points)

B1
(sur 4 points : d1=0,5, d2=1, el=1, e2=1,5)

d1) Vérifier 12-391 + (—7) - 667 = 23 puis, sans calculer le pged de 391 et 667,
d2) Vérifier que d1) est une identité de Bezout entre 391 et 667.

e) Déduire de d) les solutions de chacun des deux systemes de congruences

(e1) r = 25 mod391
xr = 37 mod667
y = 63 mod391
(e2) { y = 109 mod 667

T.S. V. P.



B2
(sur 4 points : f=1,g=3)

Yot 4 32° + 227 + 5u — 3
f) Pour calculer l'intégrale / ’ 1 For x. o dz un individu a écrit :
o T 4+2x3 4222 +22+1

Pour tout € [0,1],1 < k < 4;2% > 0 donc Q(z) = z* + 223 4 222 + 22 + 1 > 1 donc non nul.
Comme Q(z) = (22 + 1)(z?2 +2z+ 1) = (22 + 1)(z + 1)% et, si P(x) = 2* + 323 + 222 + 52 — 3,
_P@) _ 2i—4 _ : P(-1) _ -8 _ P(z) _ 1+2 R(z)
ona gy = o =14 2iet Ty =5 = —ddone Gy = o5 — gz o

ot R(z)(2> +1)(xz+1)=P(x) — 2z + 1)(z+ 1) +4(z> + 1) =
(:) x4+ 323 + 22 +5w—3—(2m2+5z2+4$+1)—|—4x2+4(:) w4+x3+$2—|—x(: z(x2+1)(z+1)
1 2

, .. P(m) _ 142 4 _ 142 1
et on a la décomposition @ :CQJj T @r? + mf—l = $2+€ s (r+1)2 + z. Ainsi
L4 3 2 2 2
3 2 5 — 3 1 4 1 3
m4+ x3—|— m2+ x dw:[Arctgw—l—logm + + x_:| _Tr_2
o THH2x° 422+ 20 +1 z+1 z+1 0wy 4 2

Vérifier au brouillon les égalités numérotées'. Si une est incorrecte indiquer son
numéro, donner la valeur du membre de droite et, en corrigeant en conséquence les
membres de droite des égalités suivantes, donner la valeur correcte de 'intégrale.

g) Soit T'(z) = x* + 423 + 822 + 162 + 16 et S(x) = z* + 32® + 222 + 10z + 15.
Vérifier T'(2i) = 0 et que 7'(x) ne s’annule pas sur [0, 2] puis calculer par la méthode

2 2% 4 32% 4 222 + 102 + 15
2t + 423 1 822 + 162 + 16

de décomposition en éléments simples 'intégrale /
0

C Probleme
sur points : h=1, 1=1,5, j=2, k=25, I=
10 poi h=1, i=1,5, j=2, k=2,5, 1=3

Pour n,l € N soit M,, = 1+22" + 22" ot [, = 211 — 1
h) Calculer My, My, M, et décomposer ces nombres en facteurs premiers.

i) Déterminer, pour n,m € N, la classe modulo 7 de 22" et celle modulo 3 de 22
[Distinguer les cas d’une part n = 2k pair et n = 2k + 1 impair et d’autre part m = 0 et m > 0]

j) Pour quels entiers naturels n le nombre 1+ 22" + 22" est-il divisible par 217

k) Soit G un groupe noté multiplicativement (son unité est 1) et g € G.
Prouver que la suite (g,)n>o définie par go = g et la relation de récurrence
nt1 = 92(= gn - gn) est périodique de période | + 1, c. a d. vérifie pour tout
|

2n+2

n > 0 la relation g, ;41 = g, si et seulement si g = g

2n+3

1) Prouver que 31 divise le nombre N, = 1+ 22" 422" 1 22" 4 9

L de (1) a (6)



