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Ne r�epondre qu'apr�es avoir lu attentivement la question e�ectivement pos�ee ainsi que,dans chaque partie ind�ependante A1, A2, B1, B2 et C, les questions qui la pr�ec�edent.On vous conseille de suivre l'ordre du sujet. Si vous ne savez r�epondre �a une questiond'une partie, vous pouvez r�epondre �a certaines questions ult�erieures de cette partie.Chaque question demande une r�eponse courte, pr�ecise et justi��ee.Dans vos r�eponses, ne pas omettre d'indiquer la lettre [de a) �a l)] correspondant �a laquestion trait�ee, par contre recopier le sujet est une perte de temps.Le bar�eme, sur 24, permet d'obtenir la note maximale de 20 sans traiter le sujetint�egralement, mais il tient compte de la clart�e de la r�edaction, la justi�cation des a�rmationset la correction des liens logiques entre les �enonc�es �ecrits sur la copie : n'y reportez, apr�es lesavoir v�eri��es au brouillon, que des raisonnements aboutis et des calculs dont vous êtes sûr!

A Autour du cours(sur 6 points)
A1(sur 2 points)

Soit ? une loi de composition sur un ensemble X. Pour p; q 2 Z, des entiers
relatifs avec p � q et des �el�ements xp; : : : ; xq 2 X on d�e�nit le symbole q?k=p xk par

p?k=p xk = xp et, si p < q; q?k=p xk = �q�1?k=p xk� ? xq
a) Prouver que si la loi ? est associative et p < q on a q?k=p xk = xp ? � q?k=p+1 xk�
b) Donner un exemple de loi ? sur un ensemble X non associative, d'entiers relatifsp; q 2 Z avec p < q et d'�el�ements xp; : : : ; xq 2 X, tels que a) n'ait pas lieu.

A2(sur 4 points)
c) Soit f : [a; b]! R croissante. Prouver que f est int�egrable au sens de Riemann.

B Exercices(sur 8 points)
B1(sur 4 points : d1=0,5, d2=1, e1=1, e2=1,5)

d1) V�eri�er 12 � 391 + (�7) � 667 = 23 puis, sans calculer le pgcd de 391 et 667,
d2) V�eri�er que d1) est une identit�e de Bezout entre 391 et 667.
e) D�eduire de d) les solutions de chacun des deux syst�emes de congruences
(e1) �x � 25 mod 391x � 37 mod 667
(e2) � y � 63 mod 391y � 109 mod 667
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B2(sur 4 points : f=1,g=3)
f) Pour calculer l'int�egrale Z 1

0
x4 + 3x3 + 2x2 + 5x� 3x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1dx un individu a �ecrit :

Pour tout x 2 [0; 1]; 1 � k � 4;xk � 0 donc Q(x) = x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1 � 1 donc non nul.Comme Q(x) = (x2 + 1)(x2 + 2x+ 1) = (x2 + 1)(x+ 1)2 et, si P (x) = x4 + 3x3 + 2x2 + 5x� 3,on a P (i)
(1+i)2 = 2i�4

2i = 1 + 2i et P (�1)
(�1)2+1 = �8

2 = �4 donc P (x)
Q(x) = 1+2x

x2+1 �
4

(x+1)2 + R(x)
x+1o�u R(x)(x2 + 1)(x+ 1) = P (x)� (2x+ 1)(x+ 1)2 + 4(x2 + 1) ==

(1)
x4+3x3+2x2+5x�3� (2x2+5x2+4x+1)+4x2+4 =

(2)
x4+x3+x2+x =

(3)
x(x2+1)(x+1)

et on a la d�ecomposition P (x)
Q(x) =

(4)
1+2x
x2+1 �

4
(x+1)2 + x

x+1 =
(5)

1+2x
x2+1 �

1
x+1 �

4
(x+1)2 + x. Ainsi

Z 1

0

x4 + 3x3 + 2x2 + 5x� 3
x4 + 2x3 + 2x2 + 2x+ 1dx = �Arctgx+ log x2 + 1

x+ 1 + 4
x+ 1 + x22 �1

0
=
(6)

�4 � 32
V�eri�er au brouillon les �egalit�es num�erot�ees1. Si une est incorrecte indiquer sonnum�ero, donner la valeur du membre de droite et, en corrigeant en cons�equence lesmembres de droite des �egalit�es suivantes, donner la valeur correcte de l'int�egrale.

g) Soit T (x) = x4 + 4x3 + 8x2 + 16x+ 16 et S(x) = x4 + 3x3 + 2x2 + 10x+ 15.V�eri�er T (2i) = 0 et que T (x) ne s'annule pas sur [0; 2] puis calculer par la m�ethode
de d�ecomposition en �el�ements simples l'int�egrale Z 2

0
x4 + 3x3 + 2x2 + 10x+ 15x4 + 4x3 + 8x2 + 16x+ 16dx

C Probl�eme(sur 10 points : h=1, i=1,5, j=2, k=2,5, l=3)
Pour n; l 2 N soit Mn = 1 + 22n + 22n+1 et Ll = 2l+1 � 1

h) Calculer M0;M1;M2 et d�ecomposer ces nombres en facteurs premiers.
i) D�eterminer, pour n;m 2 N, la classe modulo 7 de 22n et celle modulo 3 de 22m[Distinguer les cas d'une part n = 2k pair et n = 2k + 1 impair et d'autre part m = 0 et m > 0]
j) Pour quels entiers naturels n le nombre 1 + 22n + 22n+1 est-il divisible par 21?
k) Soit G un groupe not�e multiplicativement (son unit�e est 1) et g 2 G.Prouver que la suite (gn)n�0 d�e�nie par g0 = g et la relation de r�ecurrencegn+1 = g2n(= gn � gn) est p�eriodique de p�eriode l + 1, c. a d. v�eri�e pour toutn � 0 la relation gn+l+1 = gn si et seulement si gLl = g2l+1�1 = 1.
l) Prouver que 31 divise le nombre Nn = 1 + 22n + 22n+1 + 22n+2 + 22n+3 .
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