Mat122V Année 2007-2008
Examen 20 Mai 2008 9h-12h

sans documents ni calculatrices

Ne répondre qu’apres avoir lu attentivement la question effectivement posée ainsi que,
dans chaque partie indépendante Al, A2, B1, B2 et C, les questions qui la précedent.

On vous conseille de suivre 'ordre du sujet. Si vous ne savez répondre a une question
d’une partie, vous pouvez répondre a certaines questions ultérieures de cette partie.

Chaque question demande une réponse courte, précise et (sauf pour Al) justifiée.

Dans vos réponses, ne pas omettre d’indiquer la lettre [de a) & z)] correspondant a la
question traitée, par contre recopier le sujet est une perte de temps.

Le baréme, sur 31, permet d’obtenir la note maximale de 20 sans traiter le sujet de a a z,
mais il tient compte de la clarté de la rédaction, la justification des affirmations et la correction
des liens logiques entre les énoncés écrits sur la copie : n’y reportez, apres les avoir vérifiés au
brouillon, que des raisonnements aboutis et des calculs dont vous étes stir!

A Autour du cours
(sur 7 points)

A1 QCM : Si vous savez, répondez par oui ou non
(sur 3 points)

[la note est le max de zéro et de la somme des points obtenus : 0,5 par réponse juste et —1 par réponse fausse]

Soit f,g:[0,1] = R,g(t) = \/(t), f(0) =0 et sit >0, f(t) = 5~
a) La fonction f est-elle intégrable au sens de Riemann?
b) La restriction de g a ]0, 1] est-elle une primitive de la restriction de f 4]0,1] 7
c) La fonction g est-elle intégrable au sens de Riemann?
d) Le groupe Z/6Z est-il isomorphe a Z/2Z x Z /377
e) Le groupe Z/12Z est-il isomorphe & Z /27 x Z/6Z?
g) La partie {m € Z; m = 3mod 6} est-elle un sous-groupe de (Z,+)?

A2 Question rédigée
(sur 4 points)

h) Soit f, g : [a,b] — R intégrables au sens de Riemann. Prouver que I’application
produit fg: [a,b] — R, fg(t) = f(t)g(t) est intégrable au sens de Riemann.

T.S.V.P.



B Exercices
(sur 10 points)

B1
(sur 6 points : i=2, j=0,5, k=1, 11=1, 12=1,5)

i) Déterminer le pged de 527 et 391 et une identité de Bezout pour ces deux nombres.
j) Vérifier 9-391 + (—8) - 437 = 23.
k) Prouver que j) est une identité de Bezout entre 391 et 437.

1) Déduire de k) les solutions de chacun des deux systémes de congruences

(1) r = 25 mod391
r = 37 mod437
(12) y = 63 mod391
y = 109 mod437

B2

(sur 4 points)

m) Apres avoir vérifié que Q(z) = z* + 223 + 222 + 22 + 1 ne s’annule pas sur [0, 1],
calculer par la méthode de décomposition en éléments simples I'intégrale
/1 x4 323 + 222 + 52 — 3
x
0 4223 4+222 42 +1

T.S.V.P.



C Probleme
(sur 14 points : n=1, o=1,5, p=0,5, q=1, r=1,5, s=0,5, t=1, u=1, v=1, w=1,5, x=1, y= 0,5, z=2)

n) Soit u, v, m des entiers positifs avec mu|v et (2m + 1)u|v. Prouver m(2m + 1)u|v.

o) 1) Expliciter en fonction des entiers positifs p, ¢, r, s la relation (p, q) ~ (r, s) si et

seulement si les fractions g et = représentent le méme nombre réel.

2) Etablir que ~ est une relation d’équivalence sur les couples d’entiers positifs.
3) Quelle relation de divisibilité entre p, ¢, s pouvez-vous déduire de (p,q) ~ (1,s)?

Pour tout entiers positifs a,b avec a > b > 1 on considere 'intégrale
1
I(b,a) = / 2271 —2) b dx
0

p) Calculer I(1,a).
q) Sib < a exprimer, par intégration par parties, I(b+1, a) en fonction de 1(b, a), a, b.
r) Déduire de p) et q) la valeur de I(b,a).
s) Soit y € [0, 1. Déterminer une primitive de x — a(y — 1)(1 — = + yz)*~ 1.
En déduire la valeur de /1 aly — 1)(1 —z + yx)* da.
0

1

a—1

b—1

t) Déduire de s) que pour 1 <b<aon a I(ba)=

u) Prouver que pour 1 <b<aonab (Z) =a < ) Comparer avec r) et t).
Si n est un entier positif, on note d,,, le plus petit commun multiplede 1,.. ., n.
v) Pour 1 < n <8, donner la valeur de d,,.

w) Prouver que sin = 2% est puissance de 2 alors da,, = 2day,_1 et sinon da, = don—1.
n

x) Soit P(X) = Zaka_l un polynome a coefficients ay € Z entiers de degré
k=1

1
inférieur a n. Prouver que d, / P(t)dt € Z est entier.
0

Pour tout entier positif m déduire

y) de x), t), u), o) 3) que l'on a
2m 2m
(2m+1) ( m ) |dom+1 €t m ( m ) |dom |d2m+1

z) puis de n) que m(2m + 1) (2721) |dom+1 et enfin

d2m—|—1 > m22™ et dom > (m — 1)22(m—1).

Pour quelles valeurs de n a-t-on d,, > 2"7



