Matl111V

(http: //www-fourier.ujf-grenoble.fr/ marin/Manuscripts/Mat111V/Mat111V.html)  Année 2007-2008
Exercices de cours 9 : 19 Novembre 2007

§3.3 Applications linéaires.

1) Soit E, F deux espaces vectoriels, v € F et f : E — R linéaire.
Prouver que f-v: E — F, f-v(z) = f(x)-v est linéaire.

2) Prouver que a) la conjugaison complexe o : C — C,0(z) = Z.

b) les applications partie réelle et partie imaginaire e, ImC — Cquia z€C,z=z+iy,z,y€R

associent Re (z) =z = %[z +Zzlet Sm(z) =y = 2%[2 — Z| sont linéaires, donc par ’exemple 3.2,

I’application f=(Re,Im): C — R x R, f(2)=(Re z,Im z) est lindaire.

3) Prouver directement, sans utiliser la proposition [composé de morphismes est morphisme] :
EFE—F
=X f(x)+p- f(y)
4) Prouver que (Re,3m) : C — R x R est un isomorphisme d’isomorphisme

réciproque g = (Re,Sm ) 'R x R — C, (z,y) — z + iy

si f,g: E— F sont linéaires et A\, p € R alors \f+ g : est linéaire.

5) Pour o : {1,...,m} bijective soit fo : R™ — R™, fo(y1,---,Ym) = (Ys(1)s- > Yo(m))-
Vérifier que fld{l my=Idgm fo est linéaire et, si 7 : {1,...,m} est bijective alors foofr = froc-

6) Sil<i#j<metxecRsoit E;j(z): R™ - R™, E; j()(y1,...,Ym) = (21,...,2m) ol
sik #i, 2, =yk et z; = y; + yjx. Vérifier E; ;(0) = Idrm et E; j(a) o E; ;(b) = E; j(a+b).

§3.4 Espaces vectoriels image et image réciproque.

7) Soit f: E — F un morphisme d’un e.v. E vers un e.v. F.

a) En écrivant O = 0-0g + 0 - 0 donner une autre preuve de f(0g) = Op.
b) Vérifier f({0}) = {0} et f~1(F)=E.

8) Soit un espace vectoriel E et une application linéaire f : E — R. Vérifier :
a) L’'image de f est le sous-espace nul : Imf={0} ssi f est le morphisme nul'.
b) Siilly au € FE avec f(u) #0 alorsily a v € E avec f(v) = 1, puis Imf=R.
c)Siilyawv e E avec f(v) =1 alors pour tout x € E on a x — f(x) - v € kerf.

9) Soit f: E— R linéaire comme dans 8) c) et v € E avec f(v) = 1. Soit
kE:kerf xR — E k(y,t)=y+t-v et h=(Idg—f-v,f): E—kerf xR

Prouver que h et k sont linéaires.
Refaire la vérification du cours h o k = Idkerfxr, puis vérifier ko h = Idg.

1 qui a tout « € E associe f(z) = 0, on le note f = 0.
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8)
Soit f:IN — N, f(n)=2net g : N — N,si 2|[n=2k, g(n)=k,si 2 fn, g(n)=0.
au lieu de

Soit f:IN — N, f(n)=2net g: N — N,si 2[n=2k, f(n)=k,si 2 n, f(n)

0.
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13)
c) f' =Ly aulieude g = Lo
15)
a) f(k) =e€"s au lieu de f(k)=e¢€s
b) g(k) = e1s7 au lieu de g(k) = ets7

h(l{?) — € 187 au lieu de h(l{?) = e187



