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Exercices de cours 9 : 19 Novembre 2007

§3.3 Applications linéaires.

1) Soit E,F deux espaces vectoriels, v ∈ F et f : E → R linéaire.
Prouver que f ·v : E → F, f ·v (x) = f(x)·v est linéaire.

2) Prouver que a) la conjugaison complexe σ : C → C, σ(z) = z.

b) les applications partie réelle et partie imaginaire <e ,=mC → C qui à z∈C, z=x+iy, x, y∈R

associent <e (z) = x = 1
2
[z + z] et =m (z) = y = 1

2i
[z − z] sont linéaires, donc par l’exemple 3.2,

l’application f =(<e ,=m ) : C → R×R, f(z)=(<e z,=m z) est linéaire.

3) Prouver directement, sans utiliser la proposition [composé de morphismes est morphisme] :
si f, g : E→F sont linéaires et λ, µ∈R alors λ·f +µ·g :

E −→ F
x 7→λ·f(x)+µ·f(y)

est linéaire.

4) Prouver que (<e ,=m ) : C → R × R est un isomorphisme d’isomorphisme
réciproque g = (<e ,=m )−1R×R → C, (x, y) 7→ x + iy

5) Pour σ : {1, . . . , m} bijective soit fσ : Rm → Rm, fσ(y1, . . . , ym) = (yσ(1), . . . , yσ(m)).

Vérifier que fId{1,...,m}=IdRm , fσ est linéaire et, si τ : {1, . . . , m} est bijective alors fσ◦fτ =fτ◦σ .

6) Si 1≤ i 6=j ≤m et x ∈ R soit Ei,j(x) : Rm → Rm, Ei,j(x)(y1, . . . , ym) = (z1, . . . , zm) où

si k 6= i, zk = yk et zi = yi + yjx. Vérifier Ei,j(0) = IdRm et Ei,j(a) ◦ Ei,j(b) = Ei,j(a + b).

§3.4 Espaces vectoriels image et image réciproque.

7) Soit f : E → F un morphisme d’un e.v. E vers un e.v. F .
a) En écrivant 0E = 0 · 0E + 0 · 0E donner une autre preuve de f(0E) = 0F .
b) Vérifier f({0}) = {0} et f−1(F ) = E.

8) Soit un espace vectoriel E et une application linéaire f : E → R. Vérifier :
a) L’image de f est le sous-espace nul : Imf ={0} ssi f est le morphisme nul1.
b) Si il y a u ∈ E avec f(u) 6= 0 alors il y a v ∈ E avec f(v) = 1, puis Imf =R.
c) Si il y a v ∈ E avec f(v) = 1 alors pour tout x ∈ E on a x− f(x) · v ∈ kerf .

9) Soit f : E → R linéaire comme dans 8) c) et v ∈ E avec f(v) = 1. Soit

k : kerf ×R → E, k(y, t) = y + t · v et h = (IdE − f · v, f) : E → kerf ×R

Prouver que h et k sont linéaires.
Refaire la vérification du cours h ◦ k = Idkerf×R, puis vérifier k ◦ h = IdE .

1 qui à tout x ∈ E associe f(x) = 0, on le note f = 0.



Errata de la feuille exercices de cours 7 : 5 Novembre 2007

8)

Soit f : N → N, f(n)=2n et g : N → N, si 2|n=2k, g(n)=k, si 2 6 |n, g(n)=0.

au lieu de

Soit f : N → N, f(n)=2n et g : N → N, si 2|n=2k, f(n)=k, si 2 6 |n, f(n)=0.

Errata de la feuille TD6 : 5 Novembre 2007

13)

c) f ′ = La′,b′ au lieu de g = La′,b′

15)

a) f(k) = e
3kπ
5 au lieu de f(k) = e

3π
5

b) g(k) = e
9kπ
187 au lieu de g(k) = e

9π
187

et

h(k) = e
11kπ
187 au lieu de h(k) = e

11π
187


