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§3.1 Espaces vectoriels, définition et exemples.

1) Soit E un espace vectoriel réel, z,y € E et A\, u € R. Prouver

ANrx=p-y& <(,u:O) et (A=0) ou (sz))) ou ((,u #0)et (y=(p " x)\)-:c))

2) a) Vérifier que E = {0}; +: {0} x {0} — {0},(0,0) — 0; - : R x {0} — {0}, (\,0) — 0O
vérifie les propriétés 1) & 8) de la définition des espaces vectoriels.
b) Vérifier que si X est un ensemble et Y = {y} est un ensemble & un seul élément y alors il y a
une unique application f: X — Y dont on donnera le graphe.
En déduire une « preuve en une ligne) des huit vérifications de a).
¢) Vérifier que pour tout ensemble Y il y a une unique application f : ) — Y, donner son graphe.
¢’) Soit X un ensemble. Prouver qu’il y a une application f : X — 0 si et seulement si X = §.

3) Soit (E,+E, r) et (F,+F, ) deux espaces vectoriels. Vérifier que sur le produit F x F' I’addition
et la multiplication externe composante par composante :
si (z,u), (y,v) € EXF et A € Ralors (z,u)+(y,v) = (z+ey,utrpv) et A-(z,u) = (A\-gz, A-Fo)
vérifient les propriétés 1) a 8) de la définition des espaces vectoriels.

4) Dans le plan cartésien R? soit u = (x,y),v = (—y,z) € R et A\, u € R.
a) Déterminer les coordonnées r et s du vecteur A -u + pu-v = (r,s) € R2.
b) Dans le cas z = 1,y = V3et A= —1, = V/3 représenter sur une figure u, v et Au + pv.
c) Dans le cas général vérifier < u,v >= 0 et det(u,v) = 22 +y2 > 0 avec égalité si et seulement
si (z,y) = (0,0). En prenant, si a,8 € R,z = cosa,y = sina, A = cos 3, u = sin 3 retrouver le

formules d’addition donnant cos(a 4 ) et sin(a + 3) en fonction de cos v, sin «, cos 3 et sin 3.

§3.2 Sous-espaces vectoriels.

5) a) Prouver que 'ensemble P={f: R — R; VteR, f(—t)= f(t)} des fonctions
réelles définies sur R paires et Z={f : R — R; VteR, f(—t)=—f(t)}, celui des
fonctions réelles définies sur R impaires sont des sous-e.v. de RR et PNZ = {0}.
b) Soit f: R — Ret hok: R — R, h(t) = L(f(t)+ F(—1)), k(t) = (f(t)— F(—1).
Vérifier f = h+ k et h € P est paire, k € Z est impaire.

6) Donner un exemple de deux parties A, BC X d’un ensemble X avec AN B=0 mais A#0, B#0.

7) Soit E = R[X] lespace vectoriel des polynémes & coefficients réels.

a) Prouver que si ¢ € {1,2}, F; = {P € R[X]; P(¢) = 0} est un sous-espace vectoriel de E.
b) En remarquant que si P € R[X] ona P = ((X -+ (—X+ 2))P prouver que Iy + Fp = E.
c) Ainsi si PER[X]ona P=P; + Py ousii=1,2,P,€F;. Il y at il unicité de cette écriture?

8) Soit E=R|[X]1 'espace vectoriel des polynémes de degré au plus 1 et F; ={P€R[X];; P(i)=0}.
a) La preuve de 7 b) s’applique-t-elle ici pour prouver E = F| + F»?
b) Prouver que P € F; si et seulement si il y a A € R tel que P = A(X —1).
c) Prouver que pour tout P € R[X] il y a un unique (\, ) € R? tel que P = A\(X —1)+pu(X —2).
En déduire que £ = F; @ F».

§3.3 Applications linéaires.

9) Prouver directement, sans utiliser la proposition [linéarité d’une composée d’applications linéaire] :
si f,g: E— F sont linéaires et A\, u € R alors \-f + pu-g : E— F,x — X\-f(x) + p-f(y) est linéaire.



