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§2'.5 Applications.
C Images et images réciproques.

0) Soit f:C—C,f(2)=z—zet g:C — C, f(z) =z + 2. Déterminer f~1({0}) et g=1({0}).

1) Prouver la proposition : Soit f: E — F et A,A’ C E; B,B’ C F alors :

(1) (AC &) = (f(4) C F(A)) (@) (BB = (f(B) C 1~ \(B)
(3) FUBUB) = fUB)US B (@) FUBAB) = (B0 f(B)
(5) £ (B) =(f(B))

(6) FLAUA") = f(A) U f(A) (7) FLANA") C f(A) N f(A)
®)f(fH(B))CB (9)A C f7H(f(A))

et donner des exemples de f: E — F et A,A’ C E, B, B’ C F ou les implications réciproques
de (1) et (2) sont fausses et les inclusions dans (7), (8) et (9) sont strictes.

D composition des applications.

2) Soit a,b € Cet f,g: C — C, f(z)=az+ ab,g(z) =az + b. Prouver que f # g si et seulement si
(b#0)et(a#1) [Déterminer d’abord pour quels a et b on a f = g, puis nier I’énoncé obtenu]

3) Soit a,b € C et hy,tp,0: C — C,hy(2) = az,ty(z) =2+ b,0(z) =Z.
a) Calculer les produits de h,,t, et o dans tous les ordres possibles et avec toutes
le parentheses possibles : h, o (g oty), (hg00) oty hgo (tpo0),...
b) Vérifier que vous avez fait 12 calculs, mais qu’il n’y a en général que six résultats.

4) Soit f: R — R, f(z) =1 —x. Vérifier fo f = Idg.
E Applications injectives, surjectives, bijectives.

5) Soit une application f : [a,b] — R. On dit que f est strictement croissante [respectivement
décroissante] si pour tout x1,x2 € [a,b] avec 1 < z3 on a f(z1) < f(x2) [resp. f(z1) > f(x2)]
a) Prouver que, si n€N\{0} alors py, : [0, +oo[— R, pn(z) = z™ est strictement croissante.

b) Prouver que si f est strictement croissante ou strictement décroissante alors elle est injective.
¢) On dit que f est strictement monotone si elle est soit strictement croissante, soit strictement
décroissante. Prouver que f : [a,b] — R est strictement monotone si et seulement siily ae € R
tel que V1, z2 € [a,b] avec z1 # z2 on a €(x1 —x2)(f(x1— f(x2)) > 0, en déduire une preuve sans

distinguer les cas croissant et décroissant de ’injectivité d’une application strictement monotone.

6) Soit un ensemble X et A C X. Prouver que a) l'identité Idx de X est surjective.
b) I'inclusion inclf est surjective si et seulement si A = X.

8) Soit f: N — N, f(n)=2net g: N — N,si 2|n=2k, g(n)=k,si 2 fn,g(n)=0.
a) Vérifier g o f = Idn mais f non surjective.
b) Donner un exemple de deux applications f,g: N — N avec fog = Idn mais f non injective.

9) On garde les notations de 8). Vérifier que h=f et k=g contredit la réciproque
de:sih: X — Y etk:Y — Z sont bijectives composables alors k o h est bijective



Errata
Dans 9* de exos-cours6

remplacer il y a un unique entier naturel v
par

il y a un unique entier relatif v

Dans 2) de TD 5
c) remplacer P(£) # 0 par P(£) =0
P

d) remplacer P =apar § #+ «



