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Exercices de cours 6 : 22 Octobre 2007

§2′.2 Parties et constructions d’ensembles.

0) Soit a, b ∈ R avec a ≤ b. Décrire par des énoncés sur x ∈ R les autres intervalles d’origine a (et
extrémité b) : [a, +∞[, ]a, +∞[, [a, b[, ]a, b], ]a, b[, ]−∞, b], ]−∞, b[.

1) Soit a, b ∈ R avec a ≤ b et x ∈ R. Prouver (a ≤ x ≤ b) ⇔ (x− a)(x− b) ≤ 0.

En déduire
{

x ∈ R ; (x− a)(x− b) ≤ 0
}

= [a, b].

2) On rappelle que : Si a, b sont deux entiers, on dit a divise b (équivalent à b multiple de a), noté
a | b si b = ac où c est un entier. Et que si a, b sont premiers entre eux c’est à dire ont −1 et 1
comme seuls diviseurs communs (exemple a = 2, b = 3) et n est un entier avec a | bn) alors a |n.
Prouver {n ∈ Z ; 2 |n et 3 |n} = {6m ; m ∈ Z}.

1’) Soit a, b ∈ R et x ∈ R. Prouver (x est entre a et b) ⇔ (x− a)(x− b) ≤ 0.

En déduire
{

x ∈ R ; (x− a)(x− b) ≤ 0
}

=
{

x ∈ R ; x est entre a et b
}

0’) Prouver a) si a = b alors [a, b[=]a, b] =]a, b[= ∅ b) si a < b les huit1intervalles d’origine a
(et extrémité b) sont non vides et deux à deux distincts.

3) Soit a, b ∈ R avec a > b et x ∈ R. Prouver
{

x ∈ R ; a ≤ x ≤ b
}

= ∅.
A-t-on ∅ =

{
x ∈ R ; x est entre a et b

}
? Cet ensemble est-il un intervalle, si oui lequel?

4) Décrire P({0, 1, 2}) en donnant la liste de ses éléments.

§2′.3 Opérations sur l’ensemble P(E) des parties d’un ensemble E.

5) Prouver [1, 3] ∪ [2, 4] = [1, 4].
Représenter sur la droite réelle l’union [1, 2]∪[3, 4] des intervalles [1, 2] et [3, 4] est-ce un intervalle?

6) En appliquant la relations de distributivité (5) démontrer l’implication (ii) ⇒ (iii) dans le
corollaire précédent2. En déduire une preuve de ce corollaire par trois 〈〈 implications en cercle 〉〉.

§2′.4 Quantificateurs.

7) Relire les énoncés du chapitre 2 donnés jusqu’ici et préciser avec quantificateurs et symboles ∈,
le sens à donner aux lettres qui y figurent.
Faire de même pour le chapitre 1 et constater l’importance de la formulation des énoncés pour
rendre cette interprétation possible et non-ambiguë.

8) On rappelle que si N ∈ N et (ak)k≥−N , ak ∈ {0, 1, . . . , 9} une suite de chiffres décimaux indicée
à partir de −N , alors a−N · · · a0, a1a2 · · · est développement décimal illimité (ddi) d’un réel

x ∈ [0, +∞[ positif ou nul si pour tout n ≥ −N on a

n∑
k=−N

ak10−k ≤ x ≤
n∑

k=−N

ak10−k +10−n.

a) Etablir que 1, 00 · · · 0 · · · et 0, 99 · · · 9 · · · sont deux ddi de 1.
b) En remarquant que si α > 0 il y a n ∈ N tel que 10−n ≤ α déduire du critère de l’exemple
que a−N · · · a0, a1a2 · · · est ddi de 0 si et seulement si tous ses chiffres ak = 0 sont nuls.

9) a) Donner3des exemples pour les autres cas de (3) à (10).
b) Ecrire les contraposées des équivalences et implications de (3) à (10).

§2′.5 Applications.

10) Soit X. Si A ∈ P(X) on note 1A la fonction indicatrice de A et 1 la fonction constante 1.
Etablir, si A, B∈P(X) les relations : (i) 1cA =1− 1A : X → {0, 1},1cA(x)=1− 1A(x)
(ii) 1A∩B = 1A1B : X → {0, 1},1cA(x) = 1A(x)1B(x)
(iii) 1A∪B = 1A + 1B − 1A1B : X → {0, 1},1A∪B = 1A(x) + 1B(x)− 1A(x)1B(x)

11) Prouver la dernière proposition du cours : Soit f : E → F et A, A′ ⊂ E, B, B′ ⊂ F alors :

(1)
(
A ⊂ A′

)
⇒

(
f(A) ⊂ f(A′)

)
(2)

(
B ⊂ B′

)
⇒

(
f−1(B) ⊂ f−1(B′)

)
(3) f−1(B ∪B′) = f−1(B) ∪ f−1(B′) (4) f−1(B ∩B′) = f−1(B) ∩ f−1(B′)

(5) f−1(cB) =c
(
f−1(B)

)
(6) f(A ∪A′) = f(A) ∪ f(A′) (7) f(A ∩A′) ⊂ f(A) ∩ f(A′)
(8)f(f−1(B)) ⊂ B (9)A ⊂ f−1(f(A))
et donner des exemples de f : E → F et A, A′ ⊂ E, B, B′ ⊂ F où les implications réciproques
de (1) et (2) sont fausses et les inclusions dans (7), (8) et (9) sont strictes.

1 l’intervalle fermé [a, b] et les sept intervalles décrits en 0).
2 équivalence de (i) A ⊂ B (ii) A ∪B = B (iii) A = A ∩B
3 en vous aidant de votre imagination et/ou du poly Mat112



Errata

Dans 9∗ de exos-cours6 rempalcer

il y a un unique entier naturel ν

par

il y a un unique entier relatif ν


