
Mat111V (http: //www-fourier.ujf-grenoble.fr/ marin/Manuscripts/Mat111V/Mat111V.html) Année 2007-2008

Exercices de cours 3 : 24 Septembre 2007
§1.4D Equations algébriques.

0) Soit a, b deux complexes avec a 6= 0. Prouver qu’il y a un complexe z tel que aX + b = a(X−z).

1) Soit P (X) = X3 + 7X2 + 2iX + 14i. Calculer P (1− i).
En déduire toutes les solutions complexes de l’équation P (X) = 0.

2) Soit P (X) = X4 + 4X2 + 16 a) L’équation P (X) = 0 a-t-elle une solution réelle?
b) Calculer P (1 + i

√
3).

c) Déterminer des réel b et c tels que si Q(X) = X2 + bX + c alors Q(1+ i
√

3) = 0.
d) Factoriser P en produit de deux trinômes du second degré réels.

§1.4E Interprétation géométrique.

3) Résoudre l’équation X3− 1 = 0. A partir de l’expression des trois solutions a, b, c
vérifier directement que le triangle ABC de sommets les point A,B,C d’affixe
a, b, c a l’origine O pour centre de gravité : −→OA +−−→

OB +−−→
OC = −→0

4) Soit j = − 1
2 + i

√
3

2 . Calculer les longueurs des trois côtés du triangle1 1, j, j2.

5) a) Soit z, u deux compexes vérifier |z + u|2 − |z − u|2 = 4<e (zu) (= 4 < z, u >)
b) Avec a), puis directement (à partir de définitions ou propriétés vues au lycée) prouver
que si U,

−→
V sont deux vecteurs du plan euclidien alors leur produit scalaire vérifie :

<
−→
U ,

−→
V >=

1
4
(
‖−→U +−→

V ‖2 − ‖−→U −−→V ‖2
)

=
1
2
(
‖−→U +−→

V ‖2 − ‖−→U ‖2 − ‖−→V ‖2
)

[On donnera aussi la preuve directe de ces formules pour les vecteurs de l’espace euclidien]

6) Soit z, z′, z′′ trois complexes. A partir de la définition du cours det(z, z′) = =m (z′z)

prouver iii) du corollaire 1 : det(z, z′ + z′′) = det(z, z′) + det(z, z”)

7) Soit z, z′ deux complexes tels que soit z = 0 soit il y a un réel t tel que z′ = tz.
a) Prouver que soit z′ = 0 soit il y a un réel s tel que z = sz′.
b) Dans le cas z 6= 0 6= z′ où les deux complexes sont non nuls exprimer s de a) en fonction de t.

8) Prouver que si deux complexes z, z′ sont colinéaires2alors det(z, z′) = 0.

9) Soit j = − 1
2 + i

√
3

2 . a) Déterminer z tel que 1, j, j2, z est un parallélogramme3.
b) Calculer det(j−1, z−1),det(j2−j, 1−j),det(z−j2, j−j2) et det(1−z, j2−z)

§1.4F Angles orientés arguments et exponentielle complexe.

10) a) Expliquer 9) à l’aide de l’interprétation du déterminant comme une aire.
b) En déduire la valeur de l’aire du triangle 1, j, j2.
c) Re-expliquer 9) en utilisant j − 1=j2 − z, 1− z=j − j2 et le corollaire 1.

11) a) Déterminer la forme trigonométrique de j = − 1
2 + i

√
3

2 .
b) En déduire la forme trigonométrique des racines cinquièmes4de j.

12) a) Linéariser sin2 θ cos θ. En déduire la valeur de l’intégrale
∫ x

0
sin2 θ cos θ dθ.

b) Déduire de cos θ=sin′ θ un calcul direct de l’intégrale
∫ x

0
sin2 θ cos θ dθ.

c) Vérifier la cohérence des deux calculs en linéarisant
sin3 x

3
.

1 Les virgule pour ne pas confondre ce triangle avec le produit 1jj2 qui vaut (donner sa valeur

de ce produit), alors que l’on est habitué 〈〈 en notation de points 〉〉 d’écrier le triangle ABC.
2 c. a d. satisfont aux hypothèses de 7).
3 c.a d. égalité ”vecteurs côtes opposés” j − 1=j2 − z (et/ou 1− z=j − j2 faire la figure)
4 (c.a d. des z tels que z5 = j



Résultats numériques de quelques exercices de Exercices de cours 2

3) (2+i)(1+i)1+3i, (1+i5)(5+i)=26i, (1+i
√

3)(1+i
√

3)=2(−1+i
√

3), (−1+i
√

3)(1+i
√

3)=−4

6) (1+ i)−1 = 1
2
(1− i), (1+7i)−1 = 1

50
(1− 7i)(= 0, 02− 0, 14i), ( 3

2
+2i)−1 = 4

5
( 3
2
− 2i) = 6

5
− 8

5
i

8) X2 − 2X − 8 = (X + 2)(X − 4), X2 − 2X + 5 = (X + 1 + 2i)(X + 1− 2i).

10) −3 + 4i =
(
±(1− 2i)

)2


